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Uvod
U ovom diplomskom radu proucˇava se pojam izracˇunljivog topolosˇkog prostora te pojmovi
s tim u vezi. Poseban naglasak stavlja se na izracˇunljive metricˇke prostore i neka njihova
svojstva koja sluzˇe kao motivacija za uvodenje izracˇunljivih topolosˇkih prostora.
U prvom poglavlju navode se osnovni pojmovi izracˇunljivosti, procˇavaju se rekurzivne
funkcije Nk → Z, Nk → Q i Nk → R te se dokazuju rezultati vezani za te funkcije koji su
potrebni u nastavku rada.
Drugo poglavlje svodi se na proucˇavanje metricˇkih i topolosˇkih prostora. Dokazani su
odredeni rezultati vezani uz pojam neprekidnosti, konvergencije niza, kompaktnosti, Ha-
usdorffovog prostora te uz pojam baze topologije.
U trec´em poglavlju uvodi se pojam izracˇunljivog metricˇkog prostora. Proucˇavaju se ra-
cionalne kugle u izracˇunljivim metricˇkim prostorima te njihove efektivne enumeracije.
Uvodi se pojam formalne disjunktnosti te formalne sadrzˇanosti te se ispituju razna svoj-
stva tih relacija. Nakon toga, definira se izracˇunljiv topolosˇki prostor te se proucˇavaju neka
njegova svojstva.
1

Poglavlje 1
Rekurzivne funkcije Nk → R
1.1 Osnovni pojmovi teorije rekurzivnih funkcija
Definicija 1.1.1. Funkciju Z : N→ N definiranu sa
Z(x) = 0
nazivamo nul-funkcija.
Funkciju Sc : N→ N definiranu sa
Sc(x) = x + 1
nazivamo funkcija sljedbenika.
Neka je n ∈ N>0 i k ∈ {1, ..., n}. Funkciju Ink : Nn → N definiranu sa
Ink (x1, x2, ..., xn) = xk
nazivamo projekcija.
Funkcije Z,Sc i Ink (n ∈ N>0, k ≤ n) zovemo inicijalne funkcije.
Definicija 1.1.2. Neka su k, n ∈ N>0 te S 1, S 2, ..., S n ⊆ Nk. Neka su
g1 : S 1 → N
g2 : S 2 → N
...
gn : S n → N
funkcije. Neka je T ⊆ Nn te f : T → N. Definirajmo k-mjesnu funkciju h sa
h(~x) ' f (g1(~x), ..., gn(~x)).
3
4 POGLAVLJE 1. REKURZIVNE FUNKCIJE Nk → R
Drugim rijecˇima: Domena funkcije h je skup:
{~x ∈ S 1 ∩ .... ∩ S n : (g1(~x), ..., gn(~x)) ∈ T }
i za ~x iz tog skupa je h(~x) = f (g1(~x), ..., gn(~x)).
Kazˇemo da je funkcija h dobivena kompozicijom funkcija f , g1, ..., gn.
Za f : S → N, S ⊆ Nk kazˇemo da je totalna ako je S = Nk.
Definicija 1.1.3. Neka je n ∈ N>0 te neka su f : Nn → N i g : Nn+2 → N.
Definirajmo funkciju h : Nn+1 → N sa:
h(0, x1, ..., xn) = f (x1, ..., xn) (1.1)
h(y + 1, x1, ..., xn) = g(h(y, x1, ..., xn), y, x1, ..., xn) (1.2)
Za funkciju h kazˇemo da je dobivena primitivnom rekurzijom od funkcija f i g.
Na prirodan nacˇin se definira da je funkcija h dobivena primitivnom rekurzijom funk-
cija f i g u slucˇaju kada f : S → N, a g : T → N, gdje je S ⊆ Nn te T ⊆ Nn+2.
Definicija 1.1.4. Neka je n ∈ N<0 te neka je g : Nn+1 → N funkcija. Neka je
S = {~x ∈ Nn : postoji y ∈ N takav da g(~x, y) = 0}.
Definirajmo f : S → N sa
f (~x) = min{y ∈ N : g(~x, y) = 0}, ~x ∈ S .
Za f kazˇemo da je dobivena primjenom µ - operatora na funkciju g. Broj
min{y ∈ N : g(~x, y) = 0}
oznacˇavamo i sa
µy(g(~x, y) = 0),
za svaki ~x ∈ S .
Na prirodan nacˇin definiramo da je f dobivena primjenom µ - operatora na funkciju g
ako je g : T → N, gdje je T ⊆ Nn+1.
Definicija 1.1.5. Definirajmo skupove S n, n ∈ N na sljedec´i nacˇin:
• Neka je S 0 skup svih inicijalnih funkcija
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• Pretpostavimo da je n ∈ N, te da smo definirali S n. Tada A definiramo kao skup svih
funkcija koje se mogu dobiti kompozicijom i primitivnom rekurzijom od funkcija iz
S n, te definiramo S n+1 = A
⋃
S n
Za uniju
⋃
n∈N S n kazˇemo da je klasa primitivno rekurzivnih funkcija, a za elemente tog
skupa kazˇemo da su primitivno rekurzivne funkcije.
Definicija 1.1.6. Najmanju klasu funkcija koja sadrzˇi inicijalne funkcije te je zatvorena
na kompoziciju, primitivnu rekurziju i µ - operator nazivamo klasa parcijalno rekurzivnih
funkcija, a njene elemente nazivamo parcijalno rekurzivne funkcije.
One parcijalno rekurzivne funkcije koje su totalne nazivamo rekurzivne funkcije.
Definicija 1.1.7. Neka je k ∈ N, k ≥ 1 te S ⊆ Nk. Za skup S kazˇemo da je rekurzivan ako
je njegova karakteristicˇna funkcija χS : Nk → N rekurzivna.
χS (~x) =
1, ako je ~x ∈ S ,0, ako ~x < S .
Navedimo sada neke cˇinjenice vezane za rekurzivne funkcije i rekurzivne skupove.
Dokazi se mogu nac´i u [1].
Propozicija 1.1.8. Sljedec´e funkcije su rekurzivne:
• f : N2 → N, f (x1, x2) = x1 + x2
• f : N2 → N, f (x1, x2) = x1 · x2
• funkcija modificiranog oduzimanja sa N2 → N, (x1, x2)→ x1 .− x2
x1 .− x2 =
x1 − x2, x1 ≥ x20, inacˇe
• abs : N2 → N, abs(x1, x2) =
∣∣∣x − y∣∣∣
• funkcije sg, sg : N→ N definirane sa:
sg(x) =
1, x ≥ 10, x = 0 sg =
0, x ≥ 11, x = 0
• funkcija (x, i) 7→ (x)i, gdje je (x)i eksponent uz pi u rastavu broja x na proste faktore
ako je x ≥ 1, inacˇe (x)i = 0. Pri tome je pi (i + 1). prost broj.
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Propozicija 1.1.9. Neka su n, k ∈ N>0. Neka su F1, F2, ..., Fn : Nk → N rekurzivne funk-
cije. Neka su S 1, ..., S n ⊆ Nk rekurzivni skupovi takvi da za svaki ~x ∈ Nk postoji tocˇno
jedan i ∈ {1, ..., n} takav da je ~x ∈ S i. Neka je f : Nk → N funkcija definirana sa:
f (~x) =

F1(~x), ako je ~x ∈ S 1,
F2(~x), ako je ~x ∈ S 2,
...
Fn(~x), ako je ~x ∈ S n.
Tada je f rekurzivna funkcija.
Propozicija 1.1.10. Neka je k ≥ 1 te neka su S i T rekurzivni podskupovi od Nk. Tada su
S c, S ∩ T i S ∪ T rekurzivni skupovi.
Napomena 1.1.11. Neka je k ∈ N>0 te f , g : Nk → N rekurzivne funkcije. Tada su
f + g, f · g : Nk → N rekurzivne funkcije.
Naime, funkcija h : N2 → N,
h(x1, x2) = x1 + x2
je rekurzivna. Za svaki ~x ∈ Nk vrijedi
( f + g)(~x) = h( f (~x), g(~x)).
Prema tome f + g je kompozicija funkcija h, f i g pa slijedi da je f + g rekurzivna funkcija.
Analogno dobivamo da je f · g : Nk → N rekurzivna funkcija.
1.2 Rekurzivne funkcije Nk → Z
Definicija 1.2.1. Neka je k ∈ N>0 te f : Nk → Z. Za funkciju f kazˇemo da je rekurzivna
ako postoje rekurzivne funkcije a, b : Nk → N takve da je f (~x) = (−1)a(~x)b(~x), za svaki
~x ∈ Nk.
Propozicija 1.2.2. Neka je k ∈ N>0 te f : Nk → Z. Tada je f rekurzivna ako i samo ako
postoje rekurzivne funkcije u, v : Nk → N takve da je f (~x) = u(~x) − v(~x), za svaki ~x ∈ Nk.
Dokaz. Pretpostavimo da je f rekurzivna funkcija. Tada postoje rekurzivne funkcije a, b :
Nk → N takve da je f (~x) = (−1)a(~x)b(~x), za svaki ~x ∈ Nk.
Neka je ~x ∈ Nk. Tada je
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f (~x) =
b(~x), ako je a(~x) paran−b(~x), ako je a(~x) neparan
=
b(~x) − 0, ako je a(~x) ∈ 2N0 − b(~x), ako je a(~x) ∈ 2N + 1
Definirajmo u, v : Nk → N na sljedec´i nacˇin:
u(~x) = b(~x)χ2N(a(~x)),
v(~x) = b(~x)χ2N+1(a(~x)).
Ocˇito su funkcije u, v rekurzivne te za svaki ~x ∈ Nk vrijedi f (~x) = u(~x) − v(~x).
Pretpostavimo da postoje rekurzivne funkcije u, v : Nk → N takve da je f (~x) = u(~x)− v(~x),
za svaki ~x ∈ Nk.
Neka je ~x ∈ Nk. Tada je
f (~x) =
(−1)0
∣∣∣u(~x) − v(~x)∣∣∣ , ako je u(~x) ≥ v(~x)
(−1)1∣∣∣u(~x) − v(~x)∣∣∣ , ako je u(~x) < v(~x)
Definirajmo funkcije a, b : Nk → N sa:
b(~x) =
∣∣∣u(~x) − v(~x)∣∣∣
a(~x) =
0, ako je u(~x) ≥ v(~x),1, ako je u(~x) < v(~x)
Tada je jasno da je f (~x) = (−1)a(~x)b(~x).
Funkcija b je rekurzivna kao kompozicija funkcija abs, u i v pri cˇemu je abs : N2 →
N, abs(x, y) =
∣∣∣x − y∣∣∣. Funkcija a je rekurzivna jer su skupovi S 1 = {~x ∈ Nk : u(~x) ≥ v(~x)} i
S 2 = {~x ∈ Nk : u(~x) < v(~x)} rekurzivni (χS 1 = sg(v(~x) .− u(~x)), S 2 = S 1c).
Zakljucˇak: f je rekurzivna funkcija. 
Propozicija 1.2.3. Neka je k ∈ N>0 te neka su f , g : Nk → Z rekurzivne funkcije. Tada su i
funkcije − f , f + g, f · g : Nk → Z rekurzivne.
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Dokaz. Buduc´i da su f , g : Nk → Z rekurzivne, postoje rekurzivne funkcije
a1, b1, a2, b2 : Nk → N takve da je
f (~x) = (−1)a1(~x)b1(~x),
g(~x) = (−1)a2(~x)b2(~x)
za svaki ~x ∈ Nk.
Imamo
(− f )(~x) = − f (~x) = (−1)a1(~x)+1b1(~x)
pa je ocˇito − f rekurzivna funkcija.
Nadalje vrijedi
( f · g)(~x) = f (~x)· g(~x)
= (−1)a1(~x)b1(~x)(−1)a2(~x)b2(~x)
= (−1)(a1(~x)+a2(~x))b1(~x)b2(~x)
= (−1)(a1+a2)(~x)b1b2(~x)
pa je ocˇito f · g rekurzivna funkcija.
Prema propoziciji 1.2.2 postoje rekurzivne funkcije u1, v1, u2, v2 : Nk → N takve da f (~x) =
u1(~x) − v1(~x) i g(~x) = u2(~x) − v2(~x).
Slijedi
( f + g)(~x) = f (~x) + g(~x)
= (u1(~x) + u2(~x)) − (v1(~x) + v2(~x))
= (u1 + u2)(~x) − (v1 + v2)(~x)
Iz propozicije 1.2.2 slijedi da je f + g rekurzivna funkcija. 
Uocˇimo sljedec´e:
Ako je f : Nk → N rekurzivna funkcija, onda je f rekurzivna i kao funkcija f : Nk → Z
( f (~x) = (−1)Z(~x) f (~x)).
Nadalje, ako je f : Nk → Z rekurzivna funkcija, onda je funkcija ∣∣∣ f ∣∣∣ : Nk → N rekurzivna.
Naime f (~x) = (−1)a(~x)b(~x), za svaki ~x ∈ Nk, gdje su a, b : Nk → N rekurzivne funkcije, iz
cˇega slijedi da je
∣∣∣ f (~x)∣∣∣ = b(~x), za svaki ~x ∈ Nk, tj, ∣∣∣ f ∣∣∣ = b.
Uocˇimo i ovo:
Ako je f : Nk → Z rekurzivna funkcija takva da je f (Nk) ⊆ N, onda je f rekurzivna i kao
funkcija s Nk → N, tj. funkcija g : Nk → N definirana s g(~x) = f (~x), za svaki ~x ∈ Nk je
rekurzivna.
To naprosto slijedi iz cˇinjenice da je g =
∣∣∣ f ∣∣∣.
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1.3 Rekurzivne funkcije Nk → Q
Definicija 1.3.1. Neka je k ∈ N>0 te f : Nk → Q. Za funkciju f kazˇemo da je rekurzivna
ako postoje funkcije a, b, c : Nk → N tako da je c(~x) , 0 i
f (~x) = (−1)a(~x) b(~x)
c(~x)
,∀~x ∈ Nk
Uocˇimo da je funkcija f : Nk → Q rekurzivna ako i samo ako postoje rekurzivne
funkcije g : Nk → Z i h : Nk → N td. h(~x) , 0 i f (~x) = g(~x)h(~x) ,∀~x ∈ Nk.
Propozicija 1.3.2. Neka su f , g : Nk → Q rekurzivne funkcije. Tada su rekurzivne i
funkcije − f ,∣∣∣ f ∣∣∣ , f + g, f · g : Nk → Q
Dokaz. Neka su f1, g1 : Nk → Z i f2, g2 : Nk → N rekurzivne funkcije takve da je
f2(~x) , 0, g2(~x) , 0 i
f (~x) =
f1(~x)
f2(~x)
, g(~x) =
g1(~x)
g2(~x)
,∀~x ∈ Nk
Imamo
(− f )(~x) = − f (~x) = − f1(~x)
f2(~x)
=
− f1(~x)
f2(~x)
=
(− f1)(~x)
f2(~x)
Buduc´i da je − f1 : Nk → Z rekurzivna funkcija slijedi da je − f : Nk → Q rekurzivna.
Nadalje ∣∣∣ f ∣∣∣ (~x) = ∣∣∣ f (~x)∣∣∣ = ∣∣∣ f1(~x)∣∣∣∣∣∣ f2(~x)∣∣∣ =
∣∣∣ f1(~x)∣∣∣
f2(~x)
pa slijedi da je
∣∣∣ f ∣∣∣ rekurzivna funkcija.
Imamo
( f + g)(~x) = f (~x) + g(~x) =
f1(~x)
f2(~x)
+
g1(~x)
g2(~x)
=
f1(~x)g2(~x) + g1(~x) f2(~x)
f2(~x)g2(~x)
Koristec´i propoziciju 1.2.3 i cˇinjenicu da su f2 i g2 rekurzivne i kao funkcije sa Nk → Z,
zakljucˇujemo da je f + g : Nk → Q rekurzivna.
Vrijedi
( f · g)(~x) = f (~x)g(~x) = f1(~x)
f2(~x)
· g1(~x)
g2(~x)
=
( f1 · g1)(~x)
( f2 · g2)(~x)
pa slijedi da je f · g : Nk → Q rekurzivna funkcija. 
Propozicija 1.3.3. Neka su f , g : Nk → Q rekurzivne funkcije. Neka je S = {~x ∈ Nk :
f (~x) = g(~x)},T = {~x ∈ Nk : f (~x) < g(~x)} i V = {~x ∈ Nk : f (~x) ≤ g(~x)}. Tada su S ,T i V
rekurzivni skupovi.
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Dokaz. Neka je h : Nk → Q rekurzivna funkcija. Tvrdimo da su skupovi
S ′ = {~x ∈ Nk : h(~x) = 0}
T ′ = {~x ∈ Nk : h(~x) > 0}
rekurzivni.
Neka su a, b, c : Nk → N rekurzivne funkcije takve da je c(~x) , 0 i h(~x) = (−1)a(~x) b(~x)c(~x) .
Neka je ~x ∈ Nk. Tada je
h(~x) = 0 ⇐⇒ b(~x) = 0
pa je χS ′(~x) = sg(b(~x)).
Iz ovog zakljucˇujemo da je χS ′ kompozicija rekurzivnih funkcija pa je S ′ rekurzivan skup.
Nadalje za ~x ∈ Nk vrijedi h(~x) > 0 ako i samo ako a(~x) ∈ 2N i b(~x) > 0. Stoga je
χT ′(~x) = sg(b(~x))χ2N(a(~x)), pa slijedi da je funkcija χT ′ rekurzivna kao produkt rekurzivnih
funkcija.
Dakle T ′ je rekurzivan skup.
Definirajmo sada h : Nk → Q sa h(~x) = g(~x) − f (~x),∀~x ∈ Nk. Funkcija h je rekur-
zivna prema propoziciji 1.3.2 jer je h = g + (− f ).
Za svaki ~x ∈ Nk vrijedi
f (~x) = g(~x) ⇐⇒ g(~x) − f (~x) = 0 ⇐⇒ h(~x) = 0
te
f (~x) < g(~x) ⇐⇒ g(~x) − f (~x) > 0 ⇐⇒ h(~x) > 0
Prema tome
S = {~x ∈ Nk : h(~x) = 0}
T = {~x ∈ Nk : h(~x) > 0}
Prema dokazanom, skupovi T i S su rekurzivni. Rekurzivnost skupa V slijedi iz cˇinjenice
da je V = S ∪ T . 
Definicija 1.3.4. Neka su n, k ∈ N>0, te neka je g : Nk → Nn. Za funkciju g kazˇemo da
je rekurzivna ako su komponentne funkcije od g rekurzivne, tj. ako su rekurzivne funkcije
a1, a2, ..., an : Nk → N takve da je
g(~x) = (a1(~x), a2(~x), ..., an(~x))
za svaki ~x ∈ Nk.
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Uocˇimo sljedec´e: Ako su g : Nk → Nn i f : Nn → N rekurzivne funkcije, onda je
f ◦ g : Nk → N rekurzivna funkcija.
Naime, neka su a1, ..., an komponentne funkcije od g. Tada za svaki ~x ∈ Nk vrijedi
( f ◦ g)(~x) = f (g(~x)) = f (a1(~x), ..., an(~x))
Iz ovog zakljucˇujemo da je f ◦ g dobivena kompozicijom funkcija f , a1, a2, ..., an. Stoga je
f ◦ g rekurzivna funkcija.
Propozicija 1.3.5. Neka su g : Nk → Nn i f : Nn → Q rekurzivne funkcije. Tada je
f ◦ g : Nk → Q rekurzivna funkcija.
Dokaz. Neka su a, b, c : Nn → N rekurzivne funkcije takve da je c(~x) , 0 i
f (~x) = (−1)a(~x) b(~x)c(~x) ,∀~x ∈ Nn.Vrijedi
( f ◦ g)(~x) = f (g(~x)) = (−1)a(g(~x)) b(g(~x))
c(g(~x))
= (−1)(a◦g)(~x) (b ◦ g)(~x)
(c ◦ g)(~x)
Iz cˇinjenice da su a◦g, b◦g, c◦g : Nk → N rekurzivne funkcije, slijedi da je f ◦g : Nk → Q
rekurzivna funkcija. 
Lema 1.3.6. Neka je f : Nk → Q rekurzivna funkcija. Tada postoji rekurzivna funkcija
H : Nk → N tako da je ∣∣∣ f (~x)∣∣∣ < H(~x), za svaki ~x ∈ Nk.
Dokaz. Neka su a, b, c : Nk → N funkcije takve da je c(~x) , 0 i f (~x) = (−1)a(~x) b(~x)c(~x) , za
svaki ~x ∈ Nk.
Definirajmo H : Nk → N,H(~x) = b(~x)+1. Funkcija H je ocˇito rekurzivna i za svaki ~x ∈ Nk
vrijedi ∣∣∣ f (~x)∣∣∣ = b(~x)
c(~x)
≤ b(~x) < H(~x).

1.4 Rekurzivne funkcije Nk → R
Definicija 1.4.1. Neka je k ∈ N>0, te neka je f : Nk → R. Za funkciju f kazˇemo da je
rekurzivna ako postoji rekurzivna funkcija F : Nk+1 → Q tako da je∣∣∣ f (~x) − F(~x, i)∣∣∣ < 2−i
za svaki ~x ∈ Nk i za svaki i ∈ N. Za F kazˇemo da je rekurzivna aproksimacija od f .
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Lema 1.4.2. Neka je k ∈ N>0 te neka je f : Nk → R. Pretpostavimo da postoje rekurzivna
funkcija F : Nk+1 → Q i M ∈ N tako da je∣∣∣ f (~x) − F(~x, i)∣∣∣ ≤ M · 2−i
za svaki ~x ∈ Nk i za svaki i ∈ N. Tada je f rekurzivna funkcija.
Dokaz. Odaberimo broj i0 ∈ N takav da je 2i0 > M. Tada je M2i0 < 1. Neka su ~x ∈ Nk i
i ∈ N. Imamo∣∣∣ f (~x) − F(~x, i + i0)∣∣∣ ≤ M · 2−(i+i0) = M · 2−i · 2−i0 = M2i0 · 2−i < 2−i
Dakle, ∣∣∣ f (~x) − F(~x, i + i0)∣∣∣ < 2−i (1.3)
Neka je G : Nk+1 → Q funkcija definirana sa G(~x, i) = F(~x, i + i0). Iz (1.3) slijedi da je∣∣∣ f (~x) −G(~x, i)∣∣∣ < 2−i,∀~x ∈ Nk,∀i ∈ N.
Ako dokazˇemo da je G rekurzivna, onda smo gotovi. Imamo G = F ◦ϕ, gdje je ϕ : Nk+1 →
Nk+1 funkcija definirana sa
ϕ(x1, x2, x3, ..., i) = (x1, x2, ..., xk, i + i0)
Neka su ϕ1, ..., ϕk+1 komponentne funkcije od ϕ. Tada je
ϕ1 = Ik+11 ,
ϕ2 = Ik+12 ,
...
ϕk = Ik+1k .
a ϕk+1 je zbroj funkcija Ik+1k+1 i konstantne fukcije N
k+1 → N s vrijednosˇc´u i0. Prema tome,
ϕ je rekurzivna funkcija pa iz G = F ◦ ϕ i propozicije 1.3.5 slijedi da je G rekurzivna.

Propozicija 1.4.3. Neka je k ∈ N>0 te neka su f , g : Nk → R rekurzivne funkcije. Tada su
i − f : Nk → R i f + g : Nk → R rekurzivne funkcije.
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Dokaz. Neka su F,G : Nk+1 → Q rekurzivne aproksimacije od f i g. Za svaki ~x ∈ Nk i za
svaki i ∈ N vrijedi ∣∣∣ f (~x) − F(~x, i)∣∣∣ < 2−i.
No, ∣∣∣ f (~x) − F(~x, i)∣∣∣ = ∣∣∣− f (~x) + F(~x, i)∣∣∣ = ∣∣∣− f (~x) − (−F(~x, i))∣∣∣ = ∣∣∣(− f )(~x) − (−F)(~x, i)∣∣∣ .
Dakle, ∣∣∣(− f )(~x) − (−F)(~x, i)∣∣∣ < 2−i
za svaki ~x ∈ Nk i za svaki i ∈ N. Iz ovoga slijedi da je −F rekurzivna aproksimacija od − f ,
prema tome − f je rekurzivna funkcija.
Neka su ~x ∈ Nk i i ∈ N. Tada je∣∣∣( f + g)(~x) − (F + G)(~x, i)∣∣∣ = ∣∣∣ f (~x) + g(~x) − F(~x, i) −G(~x, i)∣∣∣
=
∣∣∣ f (~x) − F(~x, i) + g(~x) −G(~x, i)∣∣∣
≤ ∣∣∣ f (~x) − F(~x, i)∣∣∣ +∣∣∣g(~x) −G(~x, i)∣∣∣
< 2−i + 2−i = 2 · 2−i
Dakle, ∣∣∣( f + g)(~x) − (F + G)(~x, i)∣∣∣ < 2 · 2−i.
Iz leme 1.4.2 i propozicije 1.3.2 slijedi da je f + g rekurzivna funkcija. 
Propozicija 1.4.4. Neka su k, n ∈ N>0 te neka je g : Nk → Nn i f : Nn → R rekurzivne
funkcije. Tada je f ◦ g : Nk → R rekurzivna funkcija.
Dokaz. Buduc´i da je f rekurzivna, postoji F : Nn+1 → Q takva da je∣∣∣ f (y) − F(y, i)∣∣∣ < 2−i,
za svaki y ∈ Nn i za svaki i ∈ N.
Stoga za svaki ~x ∈ Nk i za svaki i ∈ N vrijedi∣∣∣ f (g(~x)) − F(g(~x), i)∣∣∣ < 2−i. (1.4)
Definirajmo funkciju H : Nk+1 → Q sa
H(x1, ..., xk, i) = F(g(x1, ...., xk), i).
Prema (1.4), za svaki ~x ∈ Nk i za svaki i ∈ N vrijedi∣∣∣( f ◦ g)(~x) − H(~x, i)∣∣∣ < 2−i.
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Stoga je dovoljno dokazati da je H rekurzivna funkcija.
Definirajmo funkciju G : Nk+1 → Nn+1 sa
G(x1, ..., xk, i) = (g(x1, ..., xk), i).
Neka su g1, ..., gn : Nk → N komponentne funkcije od g. Neka su G1, ...,Gn+1 : Nk+1 → N
komponentne funkcije od G. Imamo:
G(x1, ..., xk, i) = (g1(x1, ..., xk), ..., gn(x1, ..., xk), i).
Iz ovoga je jasno da je Gn+1 = Ik+1k+1 . Nadalje, neka je i ∈ {1, ..., n}. Tada je
Gi(x1, ..., xk, i) = gi(x1, ..., xk),
pa je Gi kompozicija funkcija gi, Ik+11 , ..., I
k+1
k sˇto povlacˇi da je Gi rekurzivna funkcija.
Slijedi da je G rekurzivna funkcija.
Iz definicije funkcije G jasno je da je H = F ◦ G, pa iz propozicije 1.3.5 slijedi da je H
rekurzivna funkcija.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. 
Napomena 1.4.5. Neka je k ∈ N>0 te neka je f : Nk → Q rekurzivna funkcija. Tada je f
rekuzivna i kao funkcija Nk → R.
Naime, definirajmo F : Nk+1 → Q sa
F(x1, ..., xk, i) = f (x1, ..., xk).
Imamo F = f ◦ g, pri cˇemu je g : Nk+1 → Nk funkcija definirana sa
g(x1, ..., xk, i) = (x1, ..., xk).
Ocˇito je g rekurzivna funkcija pa iz propozicije 1.3.5 slijedi da je funkcija F rekurzivna.
Za svaki ~x ∈ Nk i za svaki i ∈ N vrijedi∣∣∣ f (~x) − F(~x, i)∣∣∣ = 0 < 2−i,
pa zakljucˇujemo da je f rekurzivna kao funkcija Nk → R.
1.5 Rekurzivno prebrojivi skupovi
Definicija 1.5.1. Neka je k ∈ N>0 te neka je S ⊆ Nk. Za S kazˇemo da je rekurzivno
prebrojiv skup ako je S = ∅ ili ako postoji rekurzivna funkcija f : N → Nk takava da je
S = f (N).
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Propozicija 1.5.2. Neka je k ∈ Nk>0 te neka je S rekurzivan podskup od Nk. Tada je S
rekurzivno prebrojiv skup.
Dokaz. Ako je S = ∅ tvrdnja je jasna.
Pretpostavimo da je S neprazan. Odaberimo s0 ∈ S . Definirajmo funkciju g : N→ Nk sa
g(~x) = ((x)0, (x)1, ..., (x)k−1).
Podsjetimo se da smo u uvodu definirali broj (x)i za x, i ∈ N. Ocˇito su komponentne
funkcije od g rekurzivne, dakle g je rekurzivna. Funkcija g je surjekcija, naime ako je
(a1, a2, ..., ak) ∈ Nk onda je
g(pa10 · pa21 · ... · pakk−1) = (a1, a2, ..., ak).
Definiramo f : N→ Nk sa
f (x) =
g(x), ako je g(x) ∈ S ,s0, inacˇe. (1.5)
Tvrdimo da je f (N) = S .
Ako je x ∈ N, onda je ocˇito f (x) ∈ S .
Obratno, ako je s ∈ S , onda zbog cˇinjenice da je g surjekcija postoji x ∈ N takav da je
s = g(x). Iz definicije funkcije f je tada jasno da je f (x) = s. Time smo dokazali da je
f (N) = S .
Preostaje pokazati da je f rekurzivna funkcija. Imamo
s0 = (s1, ..., sk)
gdje su s1, ..., sk ∈ N. Neka su f1, ..., fk komponentne funkcije od f . Prema (1.5) vrijedi
( f1(x), ..., fk(x)) =
((x)0, ..., (x)k−1), ako je g(x) ∈ S ,(s1, ..., sk), inacˇe.
Neka je i ∈ {1, ..., n}. Tada je
fi(x) =
(x)i−1, ako je g(x) ∈ S ,si, inacˇe.
Neka je
T = {x ∈ N : g(x) ∈ S }.
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Tada je χT (x) = χS (g(x)), tj. χT = χS ◦g, iz cˇega slijedi da je χT rekurzivna funkcija. Dakle
T je rekurzivan skup i vrijedi:
fi(x) =
(x)i−1, ako je x ∈ T,si, inacˇe.
Iz propozicije 1.1.9 slijedi da je fi rekurzivna funkcija. Prema tome f1, ..., fk su rekurzivne
funkcije pa zakljucˇujemo da je f rekurzivna. 
Neka su n,m, k ∈ N>0 te neka su g : Nk → Nn i f : Nn → Nm rekurzivne funkcije.
Neka su f1, f2, ..., fm : Nn → N komponentne funkcije od f .
Funkcije f1, ..., fm su rekurzivne i za svaki ~y ∈ Nn vrijedi
f (~y) = ( f1(~y), ..., fm(~y)).
Stoga za svaki ~x ∈ Nk vrijedi (za y = g(~x))
f (g(~x)) = ( f1(g(~x)), ..., fm(g(~x)))
tj.
( f ◦ g)(~x) = (( f1 ◦ g)(~x), ..., ( fm ◦ g)(~x)).
Iz ovoga slijedi da su f1 ◦ g, ..., fm ◦ g komponentne funkcije od f ◦ g. Stoga je f ◦ g
rekurzivna funkcija.
Napomena 1.5.3. Ako su S ,T i V skupovi te f : S → T i g : T → V funkcije, onda za
svaki A ⊆ S vrijedi
(g ◦ f )(A) = g( f (A)).
Naime neka je z ∈ (g ◦ f )(A). Tada je z = (g ◦ f )(x) za neki x ∈ A. Slijedi da je
z = g( f (x)). Oznacˇimo y = f (x). Imamo y ∈ f (A) (jer je x ∈ A) i z ∈ g( f (A)).
Obratno, neka je z ∈ g( f (A)). Tada je z = g(y) za neki y ∈ f (A). Slijedi da je y = f (x)
za neki x ∈ A. Imamo z = g( f (x)), tj. z = (g ◦ f )(x). Prema tome z ∈ (g ◦ f )(A).
Propozicija 1.5.4. Neka su n, k ∈ N>0 te neka je g : Nk → Nn rekurzivna funkcija. Neka je
S ⊆ Nk rekurzivno prebrojiv skup. Tada je g(S ) rekurzivno prebrojiv skup u Nn.
Dokaz. Ako je S = ∅, onda je g(S ) = ∅ pa je tvrdnja jasna.
Pretpostavimo da je S , ∅. Tada postoji rekurzivna funkcija f : N → Nk takva da je
f (N) = S . Funkcija g ◦ f : N→ Nn je rekurzivna.
Prema napomeni 1.5.3 vrijedi
(g ◦ f )(N) = g( f (N)) = g(S ).
Prema tome, g(S ) je rekurzivno prebrojiv skup. 
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Teorem 1.5.5. Neka su n, k ∈ N>0 te neka je T rekurzivno prebrojiv skup u Nk+n. Neka je
S = {~x ∈ Nk : postoji ~y ∈ Nntakav da je (~x, ~y) ∈ T }.
Tada je S rekurzivno prebrojiv skup.
Dokaz. Neka je pi : Nk+n → Nk projekcija na prvih k koordinata, odnosno funkcija takva
da je
pi(x1, ..., xk, xk+1, ..., xk+n) = (x1, ..., xk).
Funkcija pi je rekurzivna. Naime komponentne funkcije od pi su Ik+n1 , ..., I
k+n
k .
Tvrdimo da je pi(T ) = S .
Neka je ~x ∈ pi(T ). Tada postoji~z ∈ T takav da je ~x = pi(~z). Imamo~z = (~a, ~b), gdje su ~a ∈ Nk
i ~b ∈ Nn. Tada je pi(~z) = ~a, pa slijedi ~a = ~x. Dakle ~z = (~x, ~b), pa je (~x, ~b) ∈ T . Slijedi, ~x ∈ S .
Obratno, neka je ~x ∈ S .
Tada postoji ~y ∈ Nn takav da je (~x, ~y) ∈ T . Imamo ~x = pi(~x, ~y). Stoga je ~x ∈ pi(T ).
Time smo dokazali da je pi(T ) = S .
Iz propozicije 1.5.4 slijedi da je S rekurzivno prebrojiv skup. 
Napomena 1.5.6. Neka su x, y ∈ R i r ∈ R, r > 0. Tada je∣∣∣x − y∣∣∣ < r ⇐⇒ y ∈ 〈x − r, x + r〉.
Naime ∣∣∣x − y∣∣∣ < r ⇐⇒ x − y < r i − (x − y) < r
⇐⇒ x − r < y i y < x + r
⇐⇒ y ∈ 〈x − r, x + r〉.
Teorem 1.5.7. Neka je k ∈ N>0 te neka je f : Nk → R rekurzivna funkcija. Tada je skup
{~x ∈ Nk : f (~x) > 0} rekurzivno prebrojiv.
Dokaz. Oznacˇimo ovaj skup sa S .
Neka je F : Nk+1 → Q rekurzivna aproksimacija od f . Tada je∣∣∣ f (~x) − F(~x, i)∣∣∣ < 2−i (1.6)
za svaki ~x ∈ Nk i za svaki i ∈ N.
Neka je ~x ∈ Nk. Pretpostavimo da je f (~x) > 0. Tada je f (~x)2 > 0 pa postoji i ∈ N takav da je
f (~x)
2
> 2−i.
18 POGLAVLJE 1. REKURZIVNE FUNKCIJE Nk → R
Slijedi
f (~x) > 2 · 2−i, pa je f (~x) − 2−i > 2−i.
Prema (1.6) i napomeni 1.5.6 vrijedi
F(~x, i) ∈ 〈 f (~x) − 2−i, f (~x) + 2−i〉
pa je
F(~x, i) > f (~x) − 2−i.
Stoga je
F(~x, i) > 2−i.
Dakle, ako je f (~x) > 0 onda postoji i ∈ N takav da je F(~x, i) > 2−i.
Obratno, pretpostavimo da postoji i ∈ N takav da je F(~x, i) > 2−i. Tada je
F(~x, i) − 2−i > 0.
Iz (1.6) i napomene 1.5.6 slijedi
f (~x) ∈ 〈F(~x, i) − 2−i, F(~x, i) + 2−i〉
pa je
f (~x) > F(~x, i) − 2−i.
Stoga je f (~x) > 0. Dakle, vrijedi sljedec´a ekvivalencija:
f (~x) > 0 ⇐⇒ ∃ i ∈ N takav da je F(~x, i) > 2−i. (1.7)
Neka je
T = {(~x, i) ∈ Nk+1 : F(~x, i) > 2−i}.
Skup T je rekurzivan prema propoziciji 1.3.3 jer je
T = {(~x, i) ∈ Nk+1 : F(~x, i) > G(~x, i)}
pri cˇemu je G : Nk+1 → Q funkcija definirana sa
G(~x, i) =
1
2i
.
Stoga je T i rekurzivno prebrojiv. Iz 1.7 slijedi da je
~x ∈ S ⇐⇒ ∃ i ∈ N takav da je (~x, i) ∈ T.
Iz teorema 1.5.5 slijedi da je S rekurzivno prebrojiv skup. 
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Korolar 1.5.8. Neka je k ∈ N>0 te neka su f , g : Nk → R rekurzivne funkcije. Tada je skup
{~x ∈ Nk : f (~x) < g(~x)}
rekurzivno prebrojiv.
Dokaz. Neka je h : Nk → R funkcija definirana sa
h(~x) = g(~x) − f (~x), za svaki ~x ∈ Nk.
Iz propozicije 1.4.3 slijedi da je h rekurzivna funkcija (naime h = g + (− f )).
Za svaki ~x ∈ Nk vrijedi:
f (~x) < g(~x) ⇐⇒ 0 < f (~x) − g(~x) ⇐⇒ 0 < h(~x).
Stoga je
{~x ∈ Nk : f (~x) < g(~x)} = {~x ∈ Nk : 0 < h(~x)}
pa iz prethodnog teorema slijedi tvrdnja korolara. 

Poglavlje 2
Metricˇki i topolosˇki prostori
2.1 Metricˇki prostori
Definicija 2.1.1. Neka je X neprazan skup te neka je d : X × X → R funkcija takva da za
sve x, y, z ∈ X vrijedi sljedec´e:
1. d(x, y) ≥ 0, d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y;
2. d(x, y) = d(y, x);
3. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).
Tada za d kazˇemo da je metrika na skupu X, a za uredeni par (X, d) kazˇemo da je metricˇki
prostor.
Primjer 2.1.2. Neka je d : R × R→ R funkcija definirana sa
d(x, y) =
∣∣∣x − y∣∣∣ .
Ocˇito je da d zadovoljava svojstva 1 i 2 iz definicije metrike. Neka su x, y, z ∈ R. Tada je
d(x, y) =
∣∣∣x − y∣∣∣ = ∣∣∣x − z + z − y∣∣∣ ≤|x − z| +∣∣∣z − y∣∣∣ = d(x, z) + d(z, y).
Dakle, d je metrika na R. Za d kazˇemo da je euklidska metrika na R.
Podsjetimo se da je norma na realnom vektorskom prostoru (V,+, ·) funkcija ‖·‖ : V →
R, x 7−→ ‖x‖, koja ima sljedec´a svojstva:
1. ‖x‖ ≥ 0, ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0
2. ‖λ · x‖ = |λ| · ‖x‖
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3. ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖
za sve x, y ∈ V , za svaki α ∈ R.
Primjer 2.1.3. Neka je norma ‖·‖ na vektorskom prostoru (V,+, ·). Neka je d : V × V → R
funkcija definirana sa
d(x, y) = ‖x − y‖.
Tvrdimo da je d metrika na V. Ocˇito je d(x, y) ≥ 0 za sve x, y ∈ V. Nadalje vrijedi
d(x, y) = 0 ⇐⇒ ‖x − y‖ ⇐⇒ x − y = ~0 ⇐⇒ x = y.
Za sve x, y ∈ V vrijedi:
d(x, y) = ‖x − y‖ = ‖(−1)(y − x)‖ = |−1| ‖y − x‖ = 1 · ‖y − x‖ = ‖y − x‖ = d(y, x).
Neka su x, y, z ∈ V. Imamo
d(x, y) = ‖x − y‖ = ‖x − z + z − y‖ ≤ ‖x − z‖ + ‖z − y‖ = d(x, z) + d(z, y).
Dakle, d je metrika na V. Za d kazˇemo da je metrika inducirana normom ‖·‖.
Primjer 2.1.4. Neka je n ∈ N>0. Neka je ‖·‖1 : Rn → R funkcija definirana sa
‖(x1, ..., xn)‖1 = |x1| + ... +|xn| .
Tada je ‖·‖ norma na Rn.
Naime svojstva 1 i 2 iz definicije norme su ocˇita, a sˇto se ticˇe svojstva 3 imamo:
‖(x1, ..., xn) + (y1, ..., yn)‖1 = ‖(x1 + y1, ..., xn + yn)‖1
=
∣∣∣x1 + y1∣∣∣ + ... +∣∣∣xn + yn∣∣∣
≤ (|x1| +
∣∣∣y1∣∣∣) + ... + (|xn| + ∣∣∣yn∣∣∣)
= ‖(x1, ..., xn)‖1 + ‖(y1, ..., yn)‖1
Neka je d metrika na Rn inducirana normom ‖·‖1. Tada vrijedi
d((x1, ..., xn), (y1, ..., yn)) = ‖(x1, ..., xn)−(y1, ..., yn)‖1 = ‖(x1−y1, ..., xn−yn)‖1 =
∣∣∣x1 − y1∣∣∣+...+∣∣∣xn − yn∣∣∣ .
Dakle,
d((x1, ..., xn), (y1, ..., yn)) =
∣∣∣x1 − y1∣∣∣ + ... +∣∣∣xn − yn∣∣∣ .
Podsjetimo se da je skalarni produkt na realnom vektorskom prostoru (V,+, ·) funkcija
〈· | ·〉 : V × V → R, (x, y) 7−→ 〈x | y〉 takva da za sve x, y, z ∈ V i λ ∈ R vrijedi:
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1. 〈x + y | z〉 = 〈x | z〉 + 〈y | z〉;
2. 〈λ · x | y〉 = λ〈x | y〉;
3. 〈x | y〉 = 〈y | x〉;
4. 〈x | x〉 ≥ 0, 〈x | x〉 = 0 ⇐⇒ x = ~0.
Pretpostavimo da je 〈· | ·〉 skalarni produkt na realnom vektorskom prostoru (V,+, ·). Defi-
nirajmo funkciju ‖·‖ : V → R sa
‖x‖ =
√
〈x | x〉.
Tvrdimo da je ‖·‖ norma na (V,+, ·). Ocˇito je da ‖·‖ zadovoljava svojstvo (1) iz definicije
norme. Neka su x ∈ V i λ ∈ R. Tada je
‖λ · x‖ =
√
〈λ · x | λ · x〉 =
√
λ〈x | λ · x〉 =
√
λ2〈x | x〉 = |λ|
√
〈x | x〉 = |λ| ‖x‖.
Preostaje dokazati da vrijedi svojstvo (3) iz definicije norme.
Neka su x, y ∈ V . Tada je
‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ ⇐⇒ ‖x + y‖2 ≤ ‖x‖2 + 2‖x‖‖y‖ + ‖y‖2
⇐⇒ 〈x + y | x + y〉 ≤ 〈x | x〉 + 2‖x‖‖y‖ + 〈y | y〉
⇐⇒ 〈x | x〉 + 2〈x | y〉 + 〈y | y〉 ≤ 〈x | x〉 + 2‖x‖‖y‖ + 〈y | y〉
⇐⇒ 〈x | y〉 ≤
√
〈x | x〉 · √〈y | y〉.
Stoga je dovoljno dokazati da vrijedi∣∣∣〈x | y〉∣∣∣ ≤ √〈x | x〉 · √〈y | y〉,
tj.
〈x | y〉2 ≤ 〈x | x〉 · 〈y | y〉. (2.1)
Ako je y = ~0, jasno je da vrijedi (2.1).
Pretpostavimo da je y , ~0. Definirajmo funkciju f : R→ R sa
f (t) = 〈x + ty | x + ty〉.
Ocˇito je f (t) ≥ 0 za svaki t ∈ R. Nadalje, za svaki t ∈ R vrijedi
f (t) = 〈x | x〉 + 2t〈x | y〉 + t2〈y | y〉,
tj.
f (t) = at2 + bt + c.
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gdje je
a = 〈y | y〉,
b = 2〈x | y〉,
c = 〈x | x〉.
Dakle, f je kvadratna funkcija takva da je f (t) ≥ 0, za svaki t ∈ R. Stoga je diskriminanta
od f manja ili jednaka nuli, tj. b2 − 4ac ≤ 0, odnosno b2 ≤ 4ac, pa je
4〈x | y〉2 ≤ 4〈y | y〉 · 〈x | x〉,
iz cˇega slijedi (2.1).
Zakljucˇujemo da je ‖·‖ norma na V i za ‖·‖ kazˇemo da je norma inducirana skalarnim
produktom 〈·|·〉.
Primjer 2.1.5. Neka je n ∈ N>0 te neka je 〈·|·〉 skalarni produkt na Rn definiran sa
〈(x1, ..., xn)|(y1, ..., yn)〉 = x1 · y1 + ... + xn · yn.
Neka je ‖·‖ norma na Rn inducirana ovim skalarnim produktom. Za ‖·‖ kazˇemo da je
euklidska norma na Rn.
Za sve x1, x2, ..., xn ∈ R vrijedi
‖(x1, ..., xn)‖ =
√〈(x1, ..., xn)|(x1, ..., xn)〉,
tj.
‖(x1, ..., xn)‖ =
√
x21 + ... + x
2
n.
Neka je d metrika na Rn inducirana ovom normom. Neka su x, y ∈ Rn, x = (x1, ..., xn), y =
(y1, ..., yn). Tada je
d(x, y) = ‖x − y‖ = |(x1 − y1, ..., xn − yn)‖,
pa je
d(x, y) =
√
(x1 − y1)2 + ... + (xn − yn)2.
Za d kazˇemo da je euklidska metrika na Rn.
Definicija 2.1.6. Neka je (X,d) metricˇki prostor. Neka je x0 ∈ X te r ∈ R+. Definiramo
K(x0, r) = {x ∈ X : d(x, x0) < r}.
Za K(x0, r) kazˇemo da je otvorena kugla (ili naprosto samo kugla) oko x0 radijusa r u
metricˇkom prostoru (X, d).
Pisˇemo i K(X,d)(x0, r).
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2.2 Otvoreni skupovi u metricˇkom prostoru
Definicija 2.2.1. Neka je (X,d) metricˇki prostor te neka je U ⊆ X. Kazˇemo da je U otvoren
skup u metricˇkom prostoru (X,d) ako
∀x ∈ U ∃r > 0 takav da je K(x, r) ⊆ U.
Primjer 2.2.2. Neka je d euklidska metrika na R. Neka je x0 ∈ R te r > 0. Tada je
K(x0, r) = 〈x0 − r, x0 + r〉. (2.2)
Dokazˇimo to.
Neka je x ∈ R. Koristec´i 1.5.6 dobivamo
x ∈ K(x0, r) ⇐⇒ d(x, x0) < r
⇐⇒ |x − x0| < r
⇐⇒ x ∈ 〈x0 − r, xo + r〉.
Dakle vrijedi (2.2).
Nadalje, ako su a, b ∈ R, a < b, onda je a = x0 − r i b = x0 + r, pri cˇemu je x0 = a+b2 i
r = b−a2 . Prema tome 〈a, b〉 = 〈x0 − r, x0 + r〉,
tj.
〈a, b〉 = K(x0, r).
Skup [0,∞〉 nije otvoren u metricˇkom prostoru (R, d). Naime ne postoji r > 0 takav da je
K(0, r) ⊆ [0,∞〉 jer je K(0, r) = 〈−r, r〉, te imamo −r2 ∈ 〈−r, r〉, no −r2 < [0,∞〉.
S druge strane skup 〈0,∞〉 je otvoren u (R, d). Naime za svaki x ∈ 〈0,∞〉 mozˇemo uzeti
r = x, tada je r > 0 i vrijedi
K(x, r) = 〈x − r, x + r〉 = 〈0, 2x〉 ⊆ 〈0,∞〉,
dakle
K(x, r) ⊆ 〈0,∞〉.
Propozicija 2.2.3. Neka je (X,d) metricˇki prostor, x0 ∈ X, te r > 0. Tada je K(x0, r) otvoren
skup u (X,d).
Dokaz. Neka je x ∈ K(x0, r). Tada je d(x, x0) < r, pa je r − d(x, x0) > 0.
Odaberimo s > 0 takav da je
s < r − d(x, x0).
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Tada je
s + d(x, x0) < r.
Tvrdimo da je
K(x, s) ⊆ K(x0, r). (2.3)
Neka je x′ ∈ K(x, s). Tada je d(x, x′) < s. Imamo
d(x′, x0) ≤ d(x′, x) + d(x, x0) < s + d(x, x0) < r.
Dakle d(x′, x0) < r, pa je
x′ ∈ K(x0, r).
Time smo dokazali da vrijedi (2.3) pa zakljucˇujemo da je K(x0, r) otvoren skup u (X, d). 
Primjetimo da obrat prethodne propozicije ne vrijedi, Naime, ako je d euklidska me-
trika na R, onda je 〈0,∞〉 otvoren skup u (R, d) no 〈0,∞〉 nije otvorena kugla u (R, d).
Napomena 2.2.4. Neka je X skup. Za funkciju U : A → P(A), pri cˇemu je A neki skup,
kazˇemo da je indeksirana familija podskupova od X. Pisˇemo U = (Uα)α∈A.
(Npr. funkcija U : Q→ P(R),Uq = 〈q− 1, q + 1〉, q ∈ Q je inducirana familija podskupova
od R.
Propozicija 2.2.5. Neka je (X,d) metricˇki prostor.
1. ∅ i X su otvoreni skupovi u (X,d);
2. ako je (Uα)α∈A indeksirana familija otvorenih podskupova metricˇkog prostora (X,d),
onda je
⋃
α∈A
Uα otvoren podskup od (X,d);
3. ako su U i V otvoreni skupovi u (X,d), onda je U ∩ V otvoren skup u (X,d).
Dokaz. 1. Za svaki x ∈ X i za svaki r > 0 ocˇito vrijedi K(x, r) ⊆ X. Prema tome X je
otvoren u (X, d).
Prazan skup je trivijalno otvoren u (X, d).
2. Neka je x ∈ ⋃
α∈A
Uα. Tada postoji α0 ∈ A takav da je x ∈ Uα0 . Buduc´i da je Uα0
otvoren podskup metricˇkog prostora (X, d), postoji r > 0 takav da je K(x, r) ⊆ Uα0 .
Slijedi
K(x, r) ⊆
⋃
α∈A
Uα.
Prema tome,
⋃
α∈A
Uα je otvoren skup u metricˇkom prostoru (X, d).
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3. Neka je x ∈ U ∩ V . Tada je x ∈ U i x ∈ V . Buduc´i da su U i V otvoreni skupovi u
(X, d), postoje pozitivni brojevi r1, r2 takvi da je
K(x, r1) ⊆ U
i
K(x.r2) ⊆ V.
Neka je r = min{r1, r2}.
Tada je r > 0 i r ≤ r1, r ≤ r2, iz cˇega slijedi
K(x, r) ⊆ K(x, r1)
i
K(x, r) ⊆ K(x, r2).
Stoga je K(x, r) ⊆ U i K(x, r) ⊆ V , tj.
K(x, r) ⊆ U ∩ V.
Prema tome U ∩ V je otvoren skup u (X, d).

Korolar 2.2.6. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka su n ∈ N i U0, ...,Un otvoreni skupovi
u (X, d). Tada je U0 ∩ ... ∩ Un otvoren skup u (X, d).
Dokaz. Ovu tvrdnju dokazujemo indukcijom po n.
Za n = 0, tvrdnja je jasna.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n ∈ N. Neka su U0, ...,Un+1 otvoreni skupovi u
(X, d). Tada je
U0 ∩ ... ∩ Un+1 = (U0 ∩ ... ∩ Un) ∩ Un+1.
Iz induktivne pretpostavke slijedi da je U0 ∩ ...∩Un otvoren skup u (X, d) pa iz propozicije
2.2.5 (3) slijedi da je (U0∩ ...∩Un)∩Un+1 otvoren skup u (X, d). Prema tome U0∩ ...∩Un+1
je otvoren u (X, d).
Time smo pokazali da tvrdnja vrijedi za n + 1, cˇime je propozicija dokazana. 
Primjer 2.2.7. Neka je d euklidska metrika na R. Neka je (Un)n∈N niz podskupova od R
definiran sa
Un = 〈−1n ,
1
n
〉.
Tada je (Un) niz otvorenih skupova u (R, d), no
⋂
n∈N
Un nije otvoren skup u (R, d).
Dokazˇimo to.
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Tvrdimo da je
⋂
n∈N
Un = {0}. Jasno je da je {0} ⊆ ⋂
n∈N
Un.
Obratno, uzmimo da je x ∈ ⋂
n∈N
Un. Pretpostavimo da x < {0}, tj. x , 0. Tada je 0 < |x| pa
postoji n0 ∈ N takav da je
1
n0
< |x| (2.4)
Iz x ∈ ⋂
n∈N
Un slijedi da je
x ∈ 〈− 1
n0
,
1
n0
〉,
tj.
x ∈ K(0, 1
n0
)
(primjer 2.2.2). Stoga je
d(x, 0) <
1
n0
, tj. |x| < 1
n0
,
sˇto je u kontradikciji sa (2.4). Prema tome x ∈ {0}, cˇime smo dokazali da je⋂
n∈N
Un ⊆ {0}.
Zakljucˇak: vrijedi
⋂
n∈N
Un = {0}.
Jasno je da {0} nije otvoren skup u (R, d), dakle ⋂
n∈N
Un nije otvoren skup u (R, d).
Propozicija 2.2.8. Neka je (X, d) metricˇki prostor. Neka je U ⊆ X,U , ∅. Tada je U
otvoren u (X, d) ako i samo ako je U unija otvorenih kugla, tj. ako postoji indeksirana
familija (Bα)α∈A otvorenih kugla u (X, d) takva da je U =
⋃
α∈A
Bα.
Dokaz. Ako je U unija otvorenih kugla, onda iz propozicije 2.2.3 i iz propozicije 2.2.5
slijedi da je U otvoren skup.
Obratno, pretpostavimo da je U otvoren skup. Tada za svaki x ∈ U postoji rx > 0 takav da
je K(x, rx) ⊆ U.
Tada je U =
⋃
x∈U
K(x, rx). 
Definicija 2.2.9. Neka su (X, d) i (Y, d′) metricˇki prostori. Neka je f : X → Y funkcija te
neka je x0 ∈ X. Kazˇemo da je funkcija f neprekidna u tocˇki x0 s obzirom na metrike d, d′
ako za svaki  > 0 postoji δ > 0 takav da za svaki x ∈ X vrijedi implikacija
d(x, x0) < δ =⇒ d′( f (x), f (x0)) < .
Ako je funkcija f neprekidna u tocˇki x0 s obzirom na metrike d i d’ za svaki x0 ∈ X, onda
kazˇemo da je f neprekidna s obzirom na metrike d i d’.
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Primjer 2.2.10. Neka su (X, d) i (Y, d′) metricˇki prostori te y0 ∈ Y. Neka je f : X → Y
funkcija definirana sa
f (x) = y0,
za svaki x ∈ X. Tada je f neprekidna s obzirom na metrike d i d′.
Naime, neka je x0 ∈ X i  > 0. Tada za svaki δ > 0 vrijedi implikacija
d(x, x0) < δ =⇒ d′( f (x), f (x0)) < 
jer je
d′( f (x0), f (x)) = d′(y0, y0) = 0, za svaki x ∈ X.
Prema tome, f je neprekidna u x0. Dakle, f je neprekidna.
Primjer 2.2.11. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je f : X → X identiteta na X, tj.
funkcija definirana sa
f (x) = x,
za svaki x ∈ X. Tada je f neprekidna s obzirom na metriku d (tj. obzirom na metrike d i d).
Naime, neka je x0 ∈ X te neka je  > 0. Uzmimo δ =  (ili δ ∈ 〈0, ]). Tada za svaki x ∈ X
vrijedi implikacija
d(x, x0) < δ =⇒ d(x, x0) < .
Dakle, f je neprekidna u x0.
Zakljucˇak: f je neprekidna.
Uocˇimo sljedec´e:
Ako su (X,d) i (Y,d’) metricˇki prostori, f : X → Y funkcija te x0 ∈ X, onda je f neprekidna
u x0 s obzirom na metrike d i d’ ako i samo ako za svaki  > 0 postoji δ > 0 takav da za
svaki x ∈ X vrijedi impilkacija
x ∈ K(X,d)(x0, δ) =⇒ f (x) ∈ K(Y,d′)( f (x0), ),
sˇto je ekvivalentno s tim da za svaki  > 0 postoji δ > 0 takav da je
{ f (x) : x ∈ K(X,d)(x0, δ)} ⊆ K(Y,d′)( f (x0), ).
Teorem 2.2.12. Neka su (X,d) i (Y,d’) metricˇki prostori te neka je f : X → Y. Tada je f
neprekidna s obzirom na metrike d i d’ ako i samo ako za svaki otvoren skup V u (Y,d’)
vrijedi da je f −1(V) otvoren skup u (X, d).
Dokaz. Pretpostavimo da je f neprekidna. Neka je V otvoren skup u (Y, d′). Zˇelimo doka-
zati da je f −1(V) otvoren skup u (X, d).
Neka je x ∈ f −1(V). Tada je f (x) ∈ V , pa buduc´i da je V otvoren skup u (Y, d′) postoji r > 0
takav da je
K(Y,d)( f (x), r) ⊆ V.
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Buduc´i da je f neprekidna u x postoji δ > 0 takav da za svaki y ∈ K(X,d)(x, δ) vrijedi
f (y) ∈ K(Y,d′)( f (x), r).
Prema tome, za svaki y ∈ K(X,d)(x, δ) vrijedi f (y) ∈ V , iz cˇega slijedi y ∈ f −1(V). Prema
tome
K(X,d)(x, δ) ⊆ f −1(V).
Zakljucˇak: f −1(V) je otvoren skup u (X, d).
Obratno, pretpostavimo da je f −1(V) otvoren skup u (X, d) za svaki otvoren skup V u (Y, d′).
Pokazˇimo da je f neprekidna.
Neka je x0 ∈ X te neka je  > 0. Neka je
V = K(Y,d′)( f (x0), ).
Tada je V otvoren skup u (Y, d′). Stoga je f −1(V) otvoren skup u (X, d). Uocˇimo da je
x0 ∈ f −1(V) (jer je f (x0) ∈ V), sˇto povlacˇi da postoji δ > 0 takav da je
K(X,d)(x0, δ) ⊆ f −1(V).
Iz ovoga zakljucˇujemo da za svaki x ∈ K(X,d)(x0, δ) vrijedi f (x) ∈ V , tj.
f (x) ∈ K(Y,d′)( f (x0), ).
Prema tome, f je neprekidna u x0.
Zakljucˇak: f je neprekidna. 
Definicija 2.2.13. Neka je (X, d) metricˇki prostor, (xn) niz u X te a ∈ X. Za niz (xn) kazˇemo
da tezˇi (konvergira) prema a u metricˇkom prostoru (X, d) i pisˇemo xn → a, ako za svaki
 > 0 postoji n0 ∈ N takav da za svaki n ≥ n0 vrijedi
d(xn, a) < .
Uocˇimo da (xn) tezˇi prema a ako i samo ako za svaki  > 0 postoji n0 ∈ N takav da za svaki
n ≥ n0 vrijedi xn ∈ K(a, ).
Propozicija 2.2.14. Neka je (X, d) metricˇki prostor, (xn) niz u X te a ∈ X. Tada xn → a ako
i samo ako za svaki otvoren skup u (X, d), takav da je a ∈ U, postoji n0 ∈ N takav da za
svaki n ≥ n0 vrijedi xn ∈ U.
Dokaz. Pretpostavimo da xn → a.
Neka je U otvoren skup u (X, d) takav da je a ∈ U. Slijedi da postoji  > 0 takav da
K(a, ) ⊆ U.
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Zbog xn → a postoji n0 ∈ N takav da za svaki n ≥ n0 vijedi
xn ∈ K(a, ).
Stoga za svaki n ≥ n0 vrijedi xn ∈ U.
Obratno, pretpostavimo da za svaki otvoren skup U u (X, d), takav da je a ∈ U, postoji
n0 ∈ N takav da za svaki n ≥ n0 vrijedi xn ∈ U.
Zˇelimo dokazati da xn → a.
Neka je  > 0. Tada je K(a, ) otvoren skup u (X, d) (propozicija 2.2.3) te je ocˇito a ∈
K(a, ). Stoga postoji n0 ∈ N takav da za svaki n ≥ n0 vrijedi xn ∈ K(a, ).
Dakle, xn → a. 
Propozicija 2.2.15. Neka je (X, d) metricˇki prostor te a, b ∈ X, a , b. Tada postoje otvoreni
skupovi U i V u (X, d) takvi da je a ∈ U, b ∈ V i U ∩ V = ∅.
Dokaz. Buduc´i da je a , b vrijedi d(a, b) > 0. Neka je
r =
d(a, b)
2
.
Ocˇito je r > 0. Neka su
U = K(a, r),
V = K(b, r).
Ocˇito je da su U i V otvoreni skupovi u (X, d) te da je a ∈ U, b ∈ V .
Dokazˇimo da je U ∩ V = ∅.
Pretpostavimo suprotno. Tada postoji x ∈ X takav da je x ∈ U i x ∈ V . Dakle x ∈ K(a, r) i
x ∈ K(b, r) pa je d(x, a) < r i d(x, b) < r. Vrijedi
d(a, b) ≤ d(a, x) + d(b, x) < r + r = 2r = d(a, b),
tj.
d(a, b) < d(a, b),
sˇto je kontradikcija.
Dakle, U ∩ V = ∅ i time je tvrdnja propozicije dokazana. 
Definicija 2.2.16. Neka je (X, d) metricˇki prostor, (xn) niz u X te a ∈ X. Za a kazˇemo da je
limes niza (xn) u metricˇkom prostoru (X, d) ako niz (xn) tezˇi prema a u metricˇkom prostoru
(X, d).
Propozicija 2.2.17. (JEDINSTVENOST LIMESA NIZA) Neka je (X, d) metricˇki prostor,
(xn) niz u X te a, b ∈ X takvi da xn → a i xn → b. Tada je a = b.
32 POGLAVLJE 2. METRICˇKI I TOPOLOSˇKI PROSTORI
Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj a , b.
Tada prema propoziciji 2.2.15 postoje skupovi U i V takvi da je a ∈ U, b ∈ V i U ∩ V = ∅.
Iz a ∈ U i xn → a slijedi (prema propoziciji 2.2.14) da postoji n0 ∈ N takav da xn ∈ U,
za svaki n ≥ n0. Iz b ∈ V i xn → b slijedi da postoji m0 ∈ N takav da je xn ∈ V , za svaki
n ≥ m0. Neka je
n = max{n0,m0}.
Tada je n ≥ m0 i n ≥ n0 pa je xn ∈ U i xn ∈ V , tj.
xn ∈ U ∩ V,
sˇto je u kontradikciji s cˇinjenicom da je U ∩ V = ∅.
Dakle, a = b. 
Primjer 2.2.18. Neka je X neprazan skup te neka je d : X × X → R funkcija definirana sa
d(x, y) =
1, x , y0, x = y.
Tvrdimo da je d metrika na X.
Svojstva (1) i (2) iz definicije metrike su ocˇito zadovoljena. Preostaje provjeriti svojstvo
(3).
Neka su x, y, z ∈ X. Nejednakost
d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)
je ocˇita u slucˇaju kada je x = y, a ako je x , y onda je z , x ili z , y, pa je d(x, z) = 1 ili
d(z, y) = 1, pa nejednakost vrijedi.
Za d kazˇemo da je diskretna metrika na X.
Neka je x0 ∈ X. Tada je
K(x0,
1
2
) = {x ∈ X : d(x, x0) < 12 } = {x0}
i
K(x0, 2) = {x ∈ X : d(x, x0) < 2} = X.
Opc´enito, ako je r > 0, onda je
K(x0, r) =
{x0}, r ≤ 1,X, r > 1.
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Neka je U ⊆ X. Tvrdimo da je U otvoren skup u (X, d).
Neka je x ∈ U. Tada je
K(x,
1
2
) = {x},
pa je ocˇito
K(x,
1
2
) ⊆ U.
Dakle, U je otvoren skup.
Primjer 2.2.19. Neka je X skup koji ima barem 2 elementa. Neka je d diskretna metrika
na X te neka je p : X × X → R funkcija definirana sa
p(x, y) =
2, x , y,0, x = y.
Na isti nacˇin kao u prethodnom primjeru zakljucˇujemo da je p metrika na X.
Neka je U ⊆ X. Neka je x ∈ U. Vrijedi
K(X,p)(x, 1) = {x},
pa je
K(X,p)(x, 1) ⊆ U.
Prema tome U je otvoren skup u metricˇkom prostoru (X, p).
Iz prethodnog primjera znamo da je U otvoren i u metricˇkom prostoru (X, d). Dakle, fami-
lija svih otvorenih skupova u metricˇkom prostoru (X, d) je jednaka familiji svih otvorenih
skupova u metricˇkom prostori (X, p), no d , p (naime postoje x, y ∈ X takvi da je x , y pa
je d(x, y) = 1, p(x, y) = 2 tj. d(x, y) , p(x, y)).
2.3 Topolosˇki prostori
Definicija 2.3.1. Neka je X neprazan skup te neka je T familija podskupova od X koja ima
sljedec´a svojstva:
1. ∅, X ∈ T ;
2. ako je (Uα)α∈A indeksirana familija podskupova od X takva da je Uα ∈ T , za svaki
α ∈ A, onda je ⋃α∈A Uα ∈ T (tj. T je familija zatvorena na proizvoljne unije);
3. ako su U,V ∈ T , onda je U ∩ V ∈ T .
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Tada za T kazˇemo da je topologija na skupu X, a za uredeni par (X,T ) kazˇemo da je
topolosˇki prostor.
Primjer 2.3.2. Neka je (X,d) metricˇki prostor. Oznacˇimo sa Td familiju svih U ⊆ X takvih
da je skup U otvoren u metricˇkom prostoru (X, d). Vrijedi sljedec´e:
1. ∅, X ∈ Td jer su ∅ i X otvoreni skupovi u (X,d)
2. Neka je (Uα)α∈A indeksirana familija podskupova od X takva da je Uα ∈ Td, za svaki
α ∈ A. To znacˇi da je Uα otvoren skup u (X, d), za svaki α ∈ A, pa iz propozicije
2.2.5 slijedi da je
⋃
α∈A Uα otvoren skup u (X, d), dakle
⋃
α∈A Uα ∈ Td
3. Ako su U,V ∈ Td, onda iz propozicije 2.2.5 slijedi da je U ∩ V ∈ Td
Zakljucˇak: Td je topologija na X.
Za Td kazˇemo da je topologija inducirana metrikom d.
Definicija 2.3.3. Neka je (X,T ) topolosˇki prostor. Neka je U ⊆ X. Za U kazˇemo da je
otvoren skup u topolosˇkom prostoru (X,T ) ako je U ∈ T .
Primjer 2.3.4. Neka je X = {1, 2, 3}, te neka je T = {∅, {1}, {1, 2, 3}}. Tada je T topologija
na skupu X.
Ocˇito su ∅, X ∈ T .
Pretpostavimo da je (Uα)α∈A indeksirana familija podskupova od X takva da je Uα ∈ T , za
svaki α ∈ A.
Ako postoji α0 ∈ A takva da je Uα0 = X, onda je⋃
α∈A
Uα = X.
Pretpostavimo da je Uα , X, za svaki α ∈ A.
Ako postoji α0 ∈ A takva da je Uα0 = {1}, onda je⋃
α∈A
Uα = {1}.
Inacˇe vrijedi ⋃
α∈A
Uα = ∅.
U svakom slucˇaju,
⋃
α∈A Uα ∈ T .
Nadalje, ako su U,V ∈ T , onda je U ∩ V ∈ T . Naime, ako je U = ∅ ili V = ∅, onda je
U ∩ V = ∅.
2.3. TOPOLOSˇKI PROSTORI 35
Ako je U = X ili V = X onda je
U ∩ V = V
ili
U ∩ V = U,
a inacˇe vrijedi U = V = {1} pa je
U ∩ V = {1}.
U svakom slucˇaju, U ∩ V ∈ T .
Skup {1} je otvoren u topolosˇkom prostoru (X,T ). Skup {2} nije otvoren u topolosˇkom
prostoru (X,T ) ({2} < T ).
Primjer 2.3.5. Neka je X neprazan skup. Tada je P(X) topologija na X. Za P(X) kazˇemo
da je diskretna topologija na X.
Nadalje, {∅, X} je takoder topologija na X. Za {∅, X} kazˇemo da je indiskretna topologija
na X.
Uocˇimo: Ako je (X, d) metricˇki prostor i U ⊆ X, onda je U otvoren u metricˇkom
prostoru (X, d) ako i samo ako je U otvoren u topolosˇkom prostoru (X,Td).
Definicija 2.3.6. Za topolosˇki prostor (X,T ) kazˇemo da je metrizabilan ako postoji me-
trika d na X takva da je T = Td.
Primjer 2.3.7. Neka je X neprazan skup. Tada je topolosˇki prostor (X,P(X)) metrizabilan.
Naime, neka je d diskretna metrika na X. Vidjeli smo da je tada svaki podskup od X otvoren
u metricˇkom prostoru (X, d). To znacˇi da je Td = P(X).
Primjer 2.3.8. Neka je X skup koji ima bar dva elementa, Tada topolosˇki prostor (X, {∅, X})
nije metrizabilan.
Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji metrika d na X takva da je {∅, X} = Td.
Prema pretpostavci postoje a, b ∈ X, takvi da je
a , b.
Tada prema propoziciji 2.2.15 postoje otvoreni skupovi U i V u metricˇkom prostoru (X, d)
takvi da je
a ∈ U, b ∈ V i U ∩ V = ∅.
Slijedi da su U,V ∈ Td pa su U,V ∈ {∅, X}.
Ocˇito su U i V neprazni skupovi pa slijedi
U = X i V = X,
sˇto je u kontradikciji s cˇinjenicom da su U i V disjunktni.
Zakljucˇak: topolosˇki prostor (X, {∅, X}) nije metrizabilan.
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2.4 Hausdorffovi prostori
Definicija 2.4.1. Za topolosˇki prostor (X,T ) kazˇemo da je Hausdorffov ako za sve a, b ∈
X, a , b postoje otvoreni skupovi U i V u (X,T ) takvi da je
a ∈ U, b ∈ V i U ∩ V = ∅.
Uocˇimo da topolosˇki prostor iz primjera 2.3.8 nije Hausdorffov.
Propozicija 2.4.2. Svaki metrizabilan topolosˇki prostor je Hausdorffov.
Dokaz. Neka je (X,T ) metrizabilan topolosˇki prostor. Tada postoji metrika d takva da je
T = Td.
Uzmimo a, b ∈ X, a , b.
Prema propoziciji 2.2.15 postoje otvoreni skupovi U i V u (X, d) takvi da je
a ∈ U, b ∈ V i U ∩ V = ∅.
Tada su U i V otvoreni skupovi u (X,Td), dakle u (X,T ).
Zakljucˇak: (X,T ) je Hausdorffov topolosˇki prostor. 
Definicija 2.4.3. Neka je (X,T ) topolosˇki prostor, neka je (xn) niz u X te neka je a ∈ X.
Kazˇemo da niz (xn) tezˇi ili konvergira prema a u topolosˇkom prostoru (X,T ) ako za svaki
otvoren skup U u topolosˇkom porstoru (X,T ), takav da je a ∈ U, postoji n0 ∈ N takav da
za svaki n ≥ n0 je xn ∈ U.
Uocˇimo sljedec´e:
Ako je (X, d) metricˇki prostor, (xn) niz u X te a ∈ X, onda niz (xn) tezˇi prema a u metricˇkom
prostoru (X, d) ako i samo ako (xn) tezˇi prema a u topolosˇkom prostoru (X,Td) (ovo slijedi
iz propozicije 2.2.14).
Ako je (X,T ) topolosˇki prostor, (xn) niz u X te a ∈ X tocˇka takva da (xn) tezˇi prema a, onda
pisˇemo xn → a i kazˇemo da je a limes niza (xn) u topolosˇkom prostoru (X,T ).
Primjer 2.4.4. Neka je X = {1, 2, 3} te neka je T = {∅, {1}, {1, 2, 3}}. Neka je (xn) niz u X
definiran sa
xn = 1, za svaki n ∈ N.
Tada xn → 1 i xn → 2.
Nadalje, neka je (yn) niz u X definiran sa
yn = 2, za svaki n ∈ N.
Tada yn → 2, ali yn 9 1.
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Prethodni primjer pokazuje da limes niza u topolosˇkom prostoru ne mora biti jedins-
tven.
Ovo takoder vidimo i na primjeru indiskretne topologije. Naime, ako je X neprazan skup,
onda svaki niz u X konvergira svakoj tocˇki u X u topolosˇkom prostoru (X, {∅, X}).
Propozicija 2.4.5. (Jedinstvenost limesa niza u Hausdorffovom prostoru)
Neka je (X,T ) Hausdorffov topolosˇki prostor, (xn) niz u X te a, b ∈ X takvi da xn → a i
xn → b. Tada je a = b.
Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. a , b.
Tada postoje otvoreni skupovi U i V u (X,T ) takvi da je a ∈ U, b ∈ V i U ∩ V = ∅.
Zbog xn → a i a ∈ U, postoji n0 ∈ N takav da za svaki n ≥ n0 vrijedi da je
xn ∈ U.
Takoder xn → b i b ∈ V pa postoji m0 ∈ N takav da za svaki n ≥ m0 vrijedi da je
xn ∈ V.
Neka je
n = max{n0,m0}.
Tada je n ≥ m0 i n ≥ n0 pa je xn ∈ V i xn ∈ U, tj.
xn ∈ U ∩ V,
sˇto je u kontradikciji s cˇinjenicom da je U ∩ V = ∅.
Zakljucˇak: a = b. 
Korolar 2.4.6. Neka je (X, d) metricˇki prostor, (xn) niz u X te a, b ∈ X takvi da xn → a i
xn → b u metricˇkom prostoru (X, d). Tada je a = b.
Dokaz. Ovu smo tvrdnju vec´ dokazali (propozicija 2.2.17), no sada c´emo je jednostavno
dokazati koristec´i prethodnu propoziciju.
Iz prethodne propozicije slijedi da xn → a i xn → b u topolosˇkom prostoru (X,Td). Ocˇito
je (X,Td) metrizabilan prostor pa je i Hausdorffov i sada iz prethodne propozicije slijedi
a = b. 
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2.5 Baza topologije
Definicija 2.5.1. Neka je X skup, T topologija na X te B familija podskupova od X takva
da vrijedi sljedec´e:
1. B ⊆ T ;
2. svaki neprazan element od T mozˇe se napisati kao unija nekih elemenata od B, tj.
ako je U neprazan element od T , onda postoji indeksirana familija (Bα)α∈A eleme-
nata od B takva da je U = ⋃α∈A Bα.
Tada za B kazˇemo da je baza topologije T .
Primjer 2.5.2. Neka je (X, d) metricˇki prostor. Neka je
B = {K(x, r) : x ∈ X, r > 0}.
Da je B ⊆ Td slijedi iz propozicije 2.2.3, a da se svaki neprazan element od Td mozˇe
napisati kao unija elemenata od B slijedi iz propozicije 2.2.8. Dakle, B je baza topologije
Td.
Primjer 2.5.3. Neka je T topologija na X. Tada je T baza topologije T .
Primjer 2.5.4. Neka je X neprazan skup, te neka je
B = {{x} : x ∈ X}.
Tada je B baza topologije P(X).
Propozicija 2.5.5. Neka je X skup, T topologija na X te B familija podskupova od X. Tada
je B baza topologije T ako i samo ako vrijedi sljedec´e:
1. B ⊆ T ;
2. za svaki U ∈ T i svaki x ∈ U postoji B ∈ B takav da je x ∈ B ⊆ U.
Dokaz. Pretpostavimo da je B baza topologije T . Ocˇito je tada B ⊆ T . Pretpostavimo da
je U ∈ T te x ∈ U. Tada postoji indeksirana familija (Bα)α∈A elemenata od B takva da je
U =
⋃
α∈A
Bα.
Iz x ∈ U slijedi da postoji α0 ∈ A tako da je x ∈ Bα0 . Ocˇito je Bα0 ⊆ U.
Dakle, Bα0 ∈ B i x ∈ Bα0 ⊆ U.
Obratno, pretpostavimo da vrijede svojstva (1) i (2).
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Dokazˇimo da je B baza topologije T . Neka je U ∈ T ,U , ∅. Prema svojstvu (2) za
svaki x ∈ U postoji Bx ∈ B takav da je x ∈ Bx ⊆ U. Tada je (Bx)x∈U indeksirana familija
elemenata od B i vrijedi
U =
⋃
x∈U
Bx.
Prema tome, B je baza topologije T . 
2.6 Kompaktnost
Definicija 2.6.1. Neka je (X,T ) topolosˇki prostor te neka je K ⊆ X. Neka jeU ⊆ T ,U ,
∅. ZaU kazˇemo da je otvoreni pokrivacˇ skupa K u topolosˇkom prostoru (X,T ) ako je
K ⊆
⋃
U∈U
U.
Definicija 2.6.2. Neka je n ∈ N>0 te neka je d euklidska metrika na Rn. Tada za Td kazˇemo
da je euklidska topologija na Rn.
Dakle, euklidska topologija na Rn je topologija inducirana euklidskom metrikom.
Primjer 2.6.3. Neka je E euklidska topologija na R. Neka je
U = {〈−∞, 1〉, 〈0,∞〉}.
Tada jeU otvoreni pokrivacˇ skupa R u topolosˇkom prostoru (R,E). ZapravoU je otvoreni
pokrivacˇ skupa K u (R,E) za svaki K ⊆ R.
Naime, ocˇito je R ⊆ ⋃U∈U U jer je
〈−∞, 1〉 ∪ 〈0,∞〉 = R.
Zasˇto jeU ⊆ E, tj. zasˇto je 〈−∞, 1〉, 〈0,∞〉 ∈ E?
Neka je d euklidska metrika na R. Vrijedi:
〈−∞, 1〉 =
⋃
a<1
〈a, 1〉.
Prema primjeru 2.2.2 skup 〈a, 1〉 je otvoren u metricˇkom prostoru (R, d), za svaki a < 1,
stoga je 〈−∞, 1〉 otvoren skup u (R, d), tj. 〈−∞, 1〉 ∈ E.
Posve analogno dobivamo da je 〈0,∞〉 ∈ E.
Primjer 2.6.4. Neka je E euklidska topologija na R. Neka je
U = {〈−a, a〉 : a > 0}.
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Tada jeU otvoreni pokrivacˇ od R u topolosˇkom prostoru (R,E).
Neka je
V = {〈−a, a〉 : a ∈ 〈0, 1〉}.
Tada je V otvoreni pokrivacˇ skupa 〈−1, 1〉 u topolosˇkom prostoru (R,E). Jasno je da je
V ⊆ E.
Dokazˇimo da je
〈−1, 1〉 ⊆
⋃
V∈V
V,
tj.
〈−1, 1〉 ⊆
⋃
a∈〈0,1〉
〈−a, a〉.
Uzmimo x ∈ 〈−1, 1〉. Tada je |x| < 1. Odaberimo a ∈ R takav da je
|x| < a < 1.
Ocˇito je a ∈ 〈0, 1〉 i x ∈ 〈−a, a〉. Dakle,V je zaista otvoreni pokrivacˇ od 〈−1, 1〉 u (R,E).
Uocˇimo daV nije otvoreni pokrivacˇ od [−1, 1] u (R,E), jer je 1 ∈ [−1, 1], no
1 <
⋃
a∈〈0,1〉
〈−a, a〉.
Definicija 2.6.5. Ako je (X,T ) topolosˇki prostor teU otvoren pokrivacˇ od X u (X,T ) onda
naprosto kazˇemo da jeU otvoren pokrivacˇ topolosˇkog prostora (X,T ).
Definicija 2.6.6. Neka je (X,T ) topolosˇki prostor te neka je K ⊆ X. Za K kazˇemo da je
kompaktan skup u topolosˇkom prostoru (X,T ) ako za svaki otvoreni pokrivacˇ U od K u
(X,T ) postoje n ∈ N i U0, ...,Un ∈ U takvi da je K ⊆ U0 ∪ ... ∪ Un.
Primjer 2.6.7. Skup R nije kompaktan u (R,E), gdje je E euklidska topologija.
Naime, u primjeru 2.6.4 smo vidjeli da je familijaU definirana sa
U = {〈−a, a〉 : a > 0}
otvoreni pokrivacˇ toplosˇkog prostora (R,E), no ne postoji konacˇno mnogo cˇlanova od U
koji prekrivaju R, jer bi u suprotnom postojao n ∈ N i pozitivni brojevi a0, ..., an takvi da je
R ⊆ 〈−a0, a0〉 ∪ ... ∪ 〈−an, an〉,
sˇto je nemoguc´e jer broj
x = max{a0, ..., an}
nije element od 〈−a0, a0〉 ∪ ... ∪ 〈−an, an〉.
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Primjer 2.6.8. Neka je (X,T ) topolosˇki prostor. Neka je K konacˇan podskup od X. Tada
je K kompaktan skup u (X,T ).
Ovo je ocˇito ako je K = ∅.
Ako je K , ∅ onda je K = {a0, ..., an}, pri cˇemu je n ∈ N i a0, ..., an ∈ X.
Neka jeU otvoren pokrivacˇ od K. Neka je i ∈ {1, ..., n}. Imamo
ai ∈ K ⊆
⋃
U∈U
U,
pa postoji Ui ∈ U takav da je ai ∈ Ui.
Dakle, U0, ...,Un ∈ U i
{a0, ..., an} ⊆ U0 ∪ ... ∪ Un,
tj.
K ⊆ U0 ∪ ... ∪ Un.
Prema tome, K je kompaktan skup u topolosˇkom prostoru (X,T ).
Primjer 2.6.9. Neka je (X,T ) topolosˇki prostor takav da je T konacˇan skup. Tada je svaki
podskup od X kompaktan u (X,T ).
Ovo slijedi iz cˇinjenice da je svaki otvoren pokrivacˇU svakog podskupa od X vec´ sam po
sebi konacˇan (jer jeU ⊆ T ).
Primjer 2.6.10. Neka je X neprazan skup te neka je K ⊆ X. Tada je K kompaktan skup u
topolosˇkom prostoru (X, {∅, X}).
PosebnoN je kompaktan u topolosˇkom prostoru (R, {∅,R}) sˇto pokazuje da kompaktan skup
ne mora biti konacˇan.
Definicija 2.6.11. Neka je (X,T ) topolosˇki prostor te neka je F ⊆ X. Za F kazˇemo da je
zatvoren skup u topolosˇkom prostoru (X,T ) ako je Fc otvoren skup u (X,T ), tj. Fc ∈ T .
Isto tako definiramo pojam zatvorenog skupa u metricˇkom prostoru, dakle ako je (X, d)
metricˇki prostor i F ⊆ X onda kazˇemo da je F zatvoren u (X, d) ako je Fc otvoren u (X, d).
Uocˇimo sljedec´e, ako je (X, d) metricˇki prostor i F ⊆ X, onda je F zatvoren u metricˇkom
prostoru (X, d) ako i samo ako je F zatvoren u topolosˇkom prostoru (X,Td).
Propozicija 2.6.12. Neka je (X,T ) topolosˇki prostor. Tada vrijedi:
1. ∅, X su zatvoreni skupovi u (X,T );
2. ako je (Fα)α∈A indeksirana familija zatvorenih skupova u (X,T ) onda je ⋂α∈A Fα
zatvoren skup u (X,T );
3. ako su F i G zatvoreni skupovi, onda je i F ∪G zatvoren skup.
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Dokaz. 1. Vrijedi ∅c = X, Xc = ∅, dakle ∅c, Xc ∈ T pa je tvrdnja jasna
2. Vrijedi ⋂
α∈A
Fα

c
=
⋃
α∈A
Fcα ∈ T
jer je Fcα ∈ T za svaki α ∈ A.
Dakle
⋂
α∈A Fα je zatvoren u (X,T ).
3. Imamo
(F ∪G)c = Fc ∩ Fc ∈ T ,
pa zakljucˇujemo da je F ∪G zatvoren skup.

Napomena 2.6.13. Neka je (X,T ) topolosˇki prostor, n ∈ N i U0, ...,Un ∈ T . Tada je
U0 ∩ ... ∩ Un ∈ T .
To lako dobivamo indukcijom po n iz svojstva (3) iz definicije topolosˇkog prostora (slicˇno
kao u dokazu korolara 2.2.6).
Propozicija 2.6.14. Neka je (X,T ) Hausdorffov prostor, K kompaktan skup u (X,T ) te x ∈
X tocˇka takva da x < K. Tada postoje otvoreni skupovi U,V ∈ T takvi da je x ∈ U,K ⊆ V
i U ∩ V = ∅.
Dokaz. Ako je K = ∅ onda mozˇemo uzeti U = X i V = ∅.
Pretpostavimo da je K neprazan.
Neka je y ∈ K. Tada je x , y, pa postoje otvoreni skupovi Uy i Vy takvi da je
x ∈ Uy, y ∈ Vy i Uy ∩ Vy = ∅.
Neka je
U = {Vy : y ∈ K}.
Tada jeU otvoreni pokrivacˇ skupa K u (X,T ). Buduc´i da je K kompaktan, postoji konacˇno
mnogo cˇlanova odU koji prekrivaju K, tj. postoje n ∈ N i y0, ..., yn ∈ K takvi da je
K ⊆ Vy0 ∪ ... ∪ Vyn .
Uocˇimo da je
x ∈ Uy0 ∩ ... ∩ Uyn
te da je Uy0 ∩ ... ∩ Uyn otvoren skup u (X,T ) (napomena 2.6.13).
Primjetimo da su skupovi Uy0 ∩ ... ∩ Uyn i Vy0 ∪ ... ∪ Vyn disjunktni. Naime, ako je
x ∈ Uy0 ∩ ... ∩ Uyn ,
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onda je
x ∈ Uyi , za svaki i ∈ {1, ..., n}
pa
x < Vyi , za svaki i ∈ {1, ..., n}
jer je Uy ∩ Vy = ∅ za svaki y ∈ K. Dakle
x < Vy0 ∪ ... ∪ Vyn .
Time je tvrdnja propozicije dokazana i trazˇeni skupovi su
Uy0 ∩ ... ∩ Uyn i Vy0 ∪ ... ∪ Vyn .

Teorem 2.6.15. Neka je (X,T ) Hausdorffov prostor te neka je K kompaktan skup u (X,T ).
Tada je K zatvoren u (X,T ).
Dokaz. Dokazˇimo da je KC otvoren skup.
To je jasno ako je KC = ∅. Pretpostavimo da je KC , ∅.
Neka je x ∈ KC. Slijedi x < K, pa prema propoziciji 2.6.14 postoje U i V takvi da
K ⊆ V, x ∈ U i U ∩ U = ∅.
Iz ovoga slijedi da je K ∩ V = ∅ pa je U ⊆ KC. Dakle, za svaki x ∈ KC postoji otvoren
skup Ux takav da je
x ∈ Ux ⊆ KC.
Iz ovog zakljucˇujemo da je
KC =
⋃
x∈KC
Ux,
a ovo povlacˇi da je KCotvoren skup (prema svojstvu (2) iz definicije topolosˇkog prostora).
Zakljucˇak: K je zatvoren skup u (X,T ). 
Primjer 2.6.16. Odaberimo skupove K i X takve da je K ⊆ X i K , ∅,K , X. Skup K je
kompaktan u topolosˇkom prostoru (X, {∅, X}), no K nije zatvoren skup u ovom topolosˇkom
prostoru.
Naime, kada bi K bio zatvoren onda bi KC bio otvoren skup, tj vrijedilo bi KC ∈ {∅, X},
odnosno KC = X ili KC = ∅, a to bi povlacˇilo K = ∅ ili K = X, sˇto je nemoguc´e.
Propozicija 2.6.17. Neka je (X,T ) Hausdorffov prostor te neka su K i L kompaktni skupovi
u (X,T ) takvi da je K∩L = ∅. Tada postoje otvoreni skupovi U i V takvi da je K ⊆ U, L ⊆ V
i U ∩ V = ∅.
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Dokaz. Ako je K = ∅ onda je tvrdnja jasna (mozˇemo uzeti U = ∅ i V = X). Pretpostavimo
da je K , ∅.
Neka je x ∈ K. Tada x < L pa prema propoziciji 2.6.14 postoje otvoreni skupovi Ux i Vx
takvi da je x ∈ Ux, L ⊆ Vx i Ux ∩ Vx = ∅. Neka je
U = {Ux : x ∈ K}.
Tada jeU otvoreni pokrivacˇ od K pa buduc´i da je K kompaktan, postoje n ∈ N i x0, ..., xn ∈
K takvi da je
K ⊆ Ux0 ∪ ... ∪ Uxn .
Neka je
W = Vx0 ∩ ... ∩ Vxn .
Tada je L ⊆ W i W je otvoren skup. Nadalje, W i Ux0 ∪ ... ∪ Uxn su disjunktni skupovi.
Naime, ako je
y ∈ Ux0 ∪ ... ∪ Uxn
onda je y ∈ Uxi , za neki i ∈ {0, ..., n} pa slijedi da je y < Vxi . Stoga y < W.
Dakle, W i Ux0 ∪ ... ∪ Uxn su dva disjunktna skupa, prvi sadrzˇi L, a drugi K. 
Poglavlje 3
Izracˇunljivi topolosˇki prostori
3.1 Izracˇunljivi metricˇki prostori
Definicija 3.1.1. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je D ⊆ X. Za D kazˇemo da je gust
skup u metricˇkom prostoru (X, d) ako za svaki x ∈ X i  > 0 postoji y ∈ D takav da je
d(x, y) < .
Uocˇimo sljedec´e. Ako je (X, d) metricˇki prostor onda je X gust skup u (X, d).
Primjer 3.1.2. Neka je d euklidska metrika naR. Tada jeQ gust skup u metricˇkom prostoru
(R, d).
Dokazˇimo to.
Neka su x ∈ R i  > 0. Tada je x < x +  pa postoji q ∈ Q takav da je
x < q < x + .
Iz ovoga slijedi
0 < q − x < 
pa je
d(q, x) =
∣∣∣q − x∣∣∣ = q − x < .
Dakle, d(q, x) < .
Prema tome, Q je gust u (R, d).
Definicija 3.1.3. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je (xn) niz u X. Za (xn) kazˇemo da
je gust niz u metricˇkom prostoru (X, d) ako je slika tog niza, tj. skup {xn : n ∈ N} gust u
(X, d).
Definicija 3.1.4. Neka je (X, d) metricˇki prostor, te neka je α niz gust u metricˇkom prostoru
(X, d) takav da je funkcija γ : N2 → R definirana sa γ(i, j) = d(αi, α j) rekurzivna.
Tada za uredenu trojku (X, d, α) kazˇemo da je izracˇunljiv metricˇki prostor.
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Primjer 3.1.5. Neka je d euklidska metrika na R. Neka je α : N → R funkcija definirana
sa
α(i) = (−1)(i)0 (i)1
(i)2 + 1
.
Tada je α rekurzivna kao funkcija sa N→ Q. Tvrdimo da je
{αi : i ∈ N} = Q (3.1)
Ocˇito je αi ∈ Q, za svaki i ∈ N. Obratno, ako je q ∈ Q onda je
q = (−1)n k
l + 1
,
gdje su n, l, k ∈ N. Definiramo
i = p0n · p1k · p2l.
Ocˇito je (i)0 = n, (i)1 = k, (i)2 = l, pa je α(i) = q.
Prema tome, tvrdnja (3.1) vrijedi.
Iz (3.1) i cˇinjenice da je Q gust u (R, d) slijedi da je α gust niz u (R, d).
Neka je γ : N2 → R funkcija definirana sa
γ(i, j) = d(αi, α j).
Za sve i, j ∈ N vrijedi γ(i, j) = ∣∣∣αi − α j∣∣∣. Neka su f , g : N2 → Q funkcije definirane sa:
f (i, j) = α(i),
g(i, j) = α( j).
Ocˇito je
f = α ◦ I12,
g = α ◦ I22,
pri cˇemu ovdje na α gledamo kao funkciju saN→ Q, pa iz propozicije 1.3.5 slijedi da su f i
g rekurzivne funkcije. Tada je po propoziciji 1.3.2 rekurzivna i funkcija
∣∣∣ f + (−g)∣∣∣ : N→ Q.
Za sve i, j ∈ N vrijedi:∣∣∣ f + (−g)∣∣∣ (i, j) = ∣∣∣ f (i, j) − g(i, j)∣∣∣ = ∣∣∣αi − α j∣∣∣ = γ(i, j),
dakle ∣∣∣ f + (−g)∣∣∣ (i, j) = γ(i, j).
Ovo znacˇi da je γ, kao funkcija N2 → Q, jednaka∣∣∣ f + (−g)∣∣∣ pa je γ rekurzivna kao funkcija
N2 → Q. Stoga je γ rekurzivna (kao i funkcija sa N→ R).
Zakljucˇak: (R, d, α) je izracˇunljiv metricˇki prostor.
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Definicija 3.1.6. Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor. Neka je x ∈ X. Za x kazˇemo
da je izracˇunljiva tocˇka u (X, d, α) ako postoji rekurzivna funkcija f : N → N takva da je
d(x, α f (k)) < 2−k, za svaki k ∈ N.
Uocˇimo sljedec´e: Ako je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor, onda je αi izracˇunljiva
tocˇka u (X, d, α) za svaki i ∈ N.
Naime, vrijedi
d(αi, α f (k)) = 0 < 2−k,
za svaki k ∈ N, pri cˇemu je f : N→ N konstantna funkcija s vrijednosˇc´u i.
3.2 Racionalne kugle
Definicija 3.2.1. Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor. Neka je i ∈ N te neka je
r ∈ Q, r > 0. Tada za K(αi, r) kazˇemo da je racionalna kugla u (X, d, α).
Fiksirajmo rekurzivne funkcije ξ1, ξ2 : N→ N, ζ : N→ Q sa sljedec´im svojstvima:
1. Imζ = Q ∩ 〈0,∞〉
2. {ξ1(i), ξ1(i)) : i ∈ N} = N2
Takve funkcije sigurno postoje, npr. mozˇemo uzeti:
ζ(i) =
(i)0 + 1
(i)1 + 1
ξ1(i) = (i)0
ξ2(i) = (i)1,
za svaki i ∈ N.
Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor. Neka je B racionalna kugla u (X, d, α). Tada
postoje n,m ∈ N takvi da je
B = K(αn, ζm).
Nadalje, postoji i ∈ N takav da je
(n,m) = (ξ1(i), ξ2(i)),
stoga je
B = (αξ1(i), ζξ2(i)).
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Definicija 3.2.2. Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor. Za i ∈ N definiramo
Ii = K(αξ1(i), ζξ2(i)).
Uocˇimo, za svaki i ∈ N skup Ii je racionalna kugla u (X, d, α) i obratno, svaka racionalna
kugla u (X, d, α) je oblika Ii, za neki i ∈ N.
Za i ∈ N neka je
λi = αξ1(i)
te
ρi = ζξ2(i).
Dakle,
Ii = K(λi, ρi).
Propozicija 3.2.3. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka su a, b ∈ X i r, s > 0 takvi da je
r + s ≤ d(a, b). Tada
K(a, r) ∩ K(b, s) = ∅.
Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji x ∈ K(a, r) ∩ K(b, s).
Tada je x ∈ K(a, r) i x ∈ K(b.s), pa je d(a, x) < r i d(b, x) < s. Imamo:
d(a, b) ≤ d(a, x) + d(x, b) < r + s
tj.
d(a, b) < r + s
sˇto je u kontradikciji s pretpostavkom propozicije.
Prema tome K(a, r) ∩ K(b, s) = ∅. 
Primjer 3.2.4. Neka je X skup te neka su a, b ∈ X, a , b. Neka je d diskretna metrika na
X. Tada je
K(a, 1) = {a},
K(b, 1) = {b},
pa je K(a, 1) ∩ K(b, 1) = ∅. No ocˇito ne vrijedi
1 + 1 ≤ d(a, b).
Dakle, ne vrijedi obrat prethodne propozicije.
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3.3 Formalna disjunktnost i formalna sadrzˇanost
Definicija 3.3.1. Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor. Neka su i, j ∈ N. Kazˇemo
da brojevi i, j predstavljaju formalno disjunktne kugle ako je
ρi + ρ j < d(λi, λ j).
Ako i, j predstavljaju formalno disjunktne kugle, onda c´emo krac´e govoriti da su Ii i I j
formalno disjunktni i pisati Ii^I j.
Uocˇimo sljedec´e: Ako su Ii i I j formalno disjunktni, onda prema propoziciji 3.2.3 vrijedi:
Ii ∩ I j = ∅.
Primjetimo da obrat gore navedene tvrdnje ne mora vrijediti. To c´emo pokazati sljedec´im
primjerom.
Primjer 3.3.2. Neka je d diskretna metrika na N te neka je α : N→ N funkcija definirana
sa
α(i) = i, za svaki i ∈ N.
Tada je (N, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor.
Naime, α je ocˇito gust niz u (N, d). S druge strane, funkciju γ : N2 → R definiranu sa
γ(i, j) = d(αi, α j) vrijedi:
γ(i, j) =
1, i , j,0, i = j,
tj.
γ(i, j) = sg
∣∣∣i − j∣∣∣
iz cˇega zakljucˇujemo da je γ rekurzivna kao funkcija sa N2 → N, pa i kao funkcija sa
N2 → R.
Odaberemo a, b ∈ N, a , b te k ∈ N takav da je ζk = 1.
Nadalje, odaberimo i, j ∈ N takve da je
(a, k) = (ξ1(i), ξ2(i)),
(b, k) = (ξ1( j), ξ2( j)).
Tada je
Ii = K(αξ1(i), ζξ2(i)) = K(αa, ζk) = K(a, 1) = {a},
I j = K(αξ1( j), ζξ2( j)) = K(αb, ζk) = K(b, 1) = {b}.
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Stoga je Ii ∩ I j = ∅.
S druge strane,
ρi + ρ j = 1 + 1 = 2,
a
d(λi, λ j) = d(αa, αb) = d(a, b) = 1
pa zakljucˇujemo da Ii i I j nisu formalno disjunktni.
Propozicija 3.3.3. Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor. Neka je
S = {(i, j) ∈ N2 : I j i I j formalno disjunktni}.
Tada je S rekurzivno prebrojiv skup.
Dokaz. Neka su f , g : N2 → R funkcije definirane sa:
f (i, j) = ρi + ρ j,
g(i, j) = d(λi, λ j).
Imamo:
S = {(i, j) ∈ N2 : ρi + ρ j < d(λi, λ j)}
tj.
S = {(i, j) ∈ N2 : f (i, j) < g(i, j)}.
Stoga je prema korolaru 1.5.8 dovoljno pokazati da su funkcije f i g rekurzivne.
Neka su f1, f2 : N2 → Q funkcije definirane sa:
f1(i, j) = ρi, f2(i, j) = ρ j.
Za sve i, j ∈ N vrijedi
f1(i, j) = ζ(ξ2(i)) = ζ((ξ2 ◦ I21)(i, j)).
Stoga je f1 = ζ ◦ (ξ2 ◦ I21), pa iz propozicije 1.3.5 slijedi da je f1 rekurzivna funkcija.
Analogno dobivamo da je f2 rekurzivna funkcija, stoga je i f1 + f2 : N2 → Q rekurzivna
funkcija.
za sve i, j ∈ N vrijedi
f (i, j) = ( f1 + f2)(i, j),
pa je stoga f rekurzivna kao funkcija N2 → Q. Prema tome f je rekurzivna (kao funkcija
N2 → R). Neka je γ : N2 → R funkcija definirana sa
γ(i, j) = d(αi, α j).
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Tada je γ rekurzivna funkcija po definiciji izracˇunljivog metricˇkog prostora.
Neka su i, j ∈ N. Imamo:
g(i, j) = d(λi, λ j) = d(αξ1(i), αξ2( j)) = γ(ξ1(i), ξ2( j)).
Dakle,
g(i, j) = γ(ξ1(i), ξ2( j)) (3.2)
Definiramo funkciju G : N2 → N2 sa
G(i, j) = (ξ1(i), ξ2(i)).
Ocˇito je G rekurzivna funkcija, a prema (3.2) vrijedi
g = γ ◦G.
Sada iz propozicije 1.4.4 slijedi da je g rekurzivna funkcija.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. 
Propozicija 3.3.4. Neka je (X, d) metricˇki prostor, x, y ∈ X te r, s > 0 takvi da je
d(x, y) + s ≤ r.
Tada je K(y, s) ⊆ K(x, r).
Dokaz. Uzmimo z ∈ K(y, s). Tada je d(y, z) < s. Vrijedi
d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) < d(x, y) + s ≤ r,
tj.
d(x, z) < r,
odnosno z ∈ K(x, r). 
Definicija 3.3.5. Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor. Neka su i, j ∈ N. Kazˇemo
da je Ii formalno sadrzˇan u I j i pisˇemo Ii ⊆F I j ako je
d(λi, λ j) + ρi < ρ j.
Uocˇimo da prema propoziciji 3.3.4 vrijedi sljedec´a implikacija:
Ii ⊆F I j =⇒ Ii ⊆ I j.
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Propozicija 3.3.6. Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor. Neka je
S = {(i, j) ∈ N2 : Ii ⊆F I j}.
Tada je S rekurzivno prebrojiv skup.
Dokaz. Neka su f , g : N2 → R funkcije definirane sa:
f (i, j) = ρ j − ρi
g(i, j) = d(λi, λ j)
Analogno kao u dokazu propozicije 3.3.3 zakljucˇujemo da je f rekurzivna funkcija. Nada-
lje, u dokazu propozicije 3.3.3 smo vidjeli da je i g rekurzivna funkcija.
Imamo
S = {(i, j) ∈ N2 : d(λi, λ j) < ρ j − ρi}
tj.
S = {(i, j) ∈ N2 : g(i, j) < f (i, j)}
pa iz koroloara 1.5.8 slijedi da je S rekurzivno prebrojiv skup. 
Lema 3.3.7. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka su x, y, z ∈ X. Tada je∣∣∣d(x, z) − d(y, z)∣∣∣ ≤ d(x, y).
Dokaz. Imamo
d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)
pa je
d(x, z) − d(y, z) ≤ d(x, y) (3.3)
Nadalje
d(y, z) ≤ d(y, x) + d(x, z)
pa je
d(y, z) − d(x, z) ≤ d(y, x),
tj.
−(d(x, z) − d(y, z)) ≤ d(x, y). (3.4)
Sada iz (3.3) i (3.4) slijedi tvrdnja leme.

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Propozicija 3.3.8. Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor te neka su i, j, k ∈ N takvi
da je Ii ⊆F I j te I j ⊆F Ik. Tada je Ii ⊆F Ik.
Dokaz. Imamo
d(λi, λ j) < ρ j − ρi
d(λ j, λk) < ρk − ρ j
pa zbrajanjem ovih nejednakosti dobivamo
d(λi, λ j) + d(λ j, λk) < ρk − ρi. (3.5)
S druge strane, prema nejednakosti trokuta vrijedi:
d(λi, λk) ≤ d(λi, λ j) + d(λ j, λk)
sˇto zajedno sa (3.5) povlacˇi:
d(λi, λk) < ρk − ρi.
Dakle, Ii ⊆F Ik. 
Propozicija 3.3.9. Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor, te neka su i, j, k ∈ N takvi
da je Ii ⊆F I j te da je I j^Ik. Tada je Ii^Ik.
Dokaz. Iz Ii ⊆F I j slijedi
d(λi, λ j) < ρ j − ρi
pa je
ρi − ρ j < −d(λi, λ j).
Nadalje vrijedi
ρk + ρ j < d(λk, λ j).
Zbrajanjem dviju posljednjih nejednakosti dobivamo
ρk + ρi < d(λk, λ j) − d(λi, λ j). (3.6)
Prema lemi 3.3.7 vrijedi:
d(λk, λ j) − d(λi, λ j) ≤
∣∣∣d(λk, λ j) − d(λi, λ j)∣∣∣ ≤ d(λk, λi). (3.7)
Iz (3.6) i (3.7) slijedi:
ρk + ρi < d(λk, λi).
Dakle Ii^Ik. 
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Propozicija 3.3.10. Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor te neka su x, y ∈ X, x , y.
Tada postoje i, j ∈ N takvi da je x ∈ Ii, y ∈ I j i Ii^I j.
Dokaz. Odaberimo pozitivan racionalan broj r takav da je r < d(x,y)4 (to mozˇemo jer je
d(x, y) > 0).
Odaberimo k ∈ N takav da je r = ζk.
Buduc´i da je α gust niz u (X, d) postoje n,m ∈ N takvi da je
d(x, αn) < r,
d(y, αm) < r
odnosno,
x ∈ K(αn, r) i y ∈ K(αm, r). (3.8)
Znamo da postoje i, j ∈ N takvi da je
(n, k) = (ξ1(i), ξ2(i)),
(m, k) = (ξ1( j), ξ2( j)).
Imamo:
λi = αξ1(i) = αn,
λ j = αξ1( j) = αm,
ρi = ζξ2(i) = ζk = r,
ρ j = ζξ2( j) = ζk = r
Stoga je prema (3.8)
x ∈ K(λi, ρi),
y ∈ K(λ j, ρ j),
tj.
x ∈ Ii,
y ∈ I j.
Tvrdimo da je Ii^I j.
Pretpostavimo suprotno. Tada je d(λi, λ j) ≤ ρi + ρ j pa je
d(λi, λ j) ≤ 2r.
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Imamo:
d(x, y) ≤ d(x, λi) + d(λi, y)
≤ d(x, λi) + d(λi, λ j) + d(λ j, y) = d(x, αn) + d(λi, λ j) + d(αm, y)
< r + 2r + r = 4r
< 4 · d(x, y)
4
= d(x, y).
Dakle,
d(x, y) < d(x, y),
sˇto je kontradikcija.
Prema tome, Ii^I j. 
Propozicija 3.3.11. Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor te neka su x ∈ X i i, j ∈ N
takvi da je x ∈ Ii ∩ I j. Tada postoji k ∈ N takav da je x ∈ Ik te Ik ⊆F Ii i Ik ⊆F I j.
Dokaz. Imamo x ∈ Ii i x ∈ I j, tj. x ∈ K(λi, ρi) i x ∈ K(λ j, ρ j) pa je d(λi, x) < ρi i
d(λ j, x) < ρ j.
Slijedi da su brojevi
ρi − d(λi, x)
2
,
ρ j − d(λ j, x)
2
pozitivni.
Odaberimo racionalan broj r takav da je
0 < r < min{ρi − d(λi, x)
2
,
ρ j − d(λ j, x)
2
}. (3.9)
Buduc´i da je α gust niz u (X, d) postoji n ∈ N takav da je
d(x, αn) < r. (3.10)
Odaberimo m ∈ N takav da je r = ζm te odaberimo k ∈ N takav da je
(ξ1(k), ξ2(k)) = (n,m).
Tada je
λk = αξ1(k) = αn,
ρk = ζξ2(k) = ζm = r.
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Iz (3.10) slijedi da je
d(x, λk) < ρk,
tj. x ∈ Ik.
Dokazˇimo da je Ik ⊆F Ii. Uocˇimo da iz (3.9) slijedi da je
ρk <
ρi − d(λi, x)
2
pa je
d(λi, x) + 2ρk < ρi.
Koristec´i prethodnu nejednakost dobivamo:
d(λi, λk) + ρk ≤ d(λi, x) + d(x, λk) + ρk
< d(λi, x) + ρk + ρk = d(λi, x) + 2ρk
< ρi.
Dakle
d(λi, λk) + ρk < ρi,
odnosno
Ik ⊆F Ii.
Analogno dobivamo da je Ik ⊆F I j. 
Propozicija 3.3.12. Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor. Neka je B familija svih
racionalnih kugla u (X, d, α). Tada je B baza topologije Td.
Dokaz. Svaka otvorena kugla u (X, d) je otvoren skup u (X, d), stoga je B ⊆ Td.
Neka su U ∈ Td i x ∈ U. Tada je U otvoren skup u (X, d), pa postoji r > 0 takav da
K(x, r) ⊆ U.
Odaberimo racionalan broj s takav da je
0 < s <
r
2
.
Nadalje, odaberimo n ∈ N takav da je d(αn, x) < s (to mozˇemo jer je α gust niz u (X, d)).
Ocˇito je x ∈ K(αn, s). Tvrdimo da je
K(αn, s) ⊆ K(x, r). (3.11)
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Neka je y ∈ K(αn, s). Tada je d(αn, y) < s. Imamo
d(x, y) ≤ d(x, αn) + d(αn, y)
< s + s = 2s
< r.
tj.
d(x, y) < r
pa je y ∈ K(x, r).
Vidimo da vrijedi (3.11), pa zakljucˇujemo da je K(αn, s) ⊆ U. Dakle,
K(αn, s) ∈ B i x ∈ K(αn, s) ⊆ U.
Iz propozicije 2.5.5 slijedi da je B baza topologije Td. 
Uocˇimo da iz prethodne propozicije slijedi: Ako je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki pros-
tor, onda je
{Ii : i ∈ N}
baza topologije Td.
3.4 Izracˇunljivi topolosˇki prostori
Definicija 3.4.1. Neka je (X,T ) topolosˇki prostor te neka je (Ii)i∈N niz u T takav da je
{Ii : i ∈ N} baza topologije T . Za uredenu trojku (X,T , (Ii)i∈N) kazˇemo da je izracˇunljiv
topolosˇki prostor ako postoje rekurzivno prebrojivi skupovi C,D ⊆ N2 takvi da vrijede
sljedec´a svojstva:
(1) (i, j) ∈ D =⇒ Ii ∩ I j = ∅;
(2) (i, j) ∈ C =⇒ Ii ⊆ I j;
(3) (i, j) ∈ D =⇒ ( j, i) ∈ D;
(4) (i, j) ∈ C, ( j, k) ∈ C =⇒ (i, k) ∈ C;
(5) (k, i) ∈ C, (i, j) ∈ D =⇒ (k, j) ∈ D;
(6) ako su x, y ∈ X, x , y onda postoje i, j ∈ N takvi da je
x ∈ Ii, y ∈ I j i (i, j) ∈ D;
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(7) ako su i, j ∈ N te x ∈ Ii ∩ I j onda postoji k ∈ N takav da je x ∈ Ik, (k, i) ∈ C i
(k, j) ∈ C.
Za D,C kazˇemo da su karakteristicˇni skupovi za (X,T , (Ii)i∈N).
Primjer 3.4.2. Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor. Tada je (X,Td, (Ii)i∈N) izracˇunljiv
topolosˇki prostor.
Dokazˇimo to.
Prema propoziciji 3.3.12 familija {Ii : i ∈ N} je baza topologije Td. Neka je
C = {(i, j) ∈ N2 : Ii ⊆F I j},
D = {(i, j) ∈ N2 : Ii^I j}.
Prema propozicijama 3.3.3 i 3.3.6 skupovi C i D su rekurzivno prebrojivi.
Dokazˇimo da za ovako definirane skupove C i D vrijede svojstva (1) − (7) iz definicije
izracˇunljivog topolosˇkog prostora.
Ocˇito je da svojstva (1) − (3) vrijede. Pretpostavimo da su i, j, k ∈ N takvi da (i, j) ∈ C i
( j, k) ∈ C. Tada je
Ii ⊆F I j,
I j ⊆F Ik
pa je prema propoziciji 3.3.8
Ii ⊆F Ik,
odnosno (i, k) ∈ C.
Dakle vrijedi svojstvo (4).
Neka su i, j, k ∈ N takvi da je (k, i) ∈ C i (i, j) ∈ D. Tada je
Ik ⊆F Ii i Ii^I j
pa je prema propoziciji 3.3.9
Ik^I j,
odnosno (k, j) ∈ D.
Time smo dokazali da vrijedi svojstvo (5).
Neka su x, y ∈ X, x , y. Prema propoziciji 3.3.10 postoje i, j ∈ N takvi da je x ∈ Ii, y ∈ I j i
Ii^I j, tj. (i, j) ∈ D.
Prema tome, vrijedi svojstvo (6) iz definicije izracˇunljivog topolosˇkog prostora.
Neka su i, j ∈ N te x ∈ X takav da je x ∈ Ii ∩ I j. Prema propoziciji 3.3.11 postoji k ∈ N
takav da je
x ∈ Ik,
Ik ⊆F Ii i
Ik ⊆F I j,
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tj.
(k, i) ∈ C i (k, j) ∈ C.
Prema tome (X,Td, (Ii)i∈N) je izracˇunljiv topolosˇki prostor.
Propozicija 3.4.3. Neka je (X,T , (Ii)i∈N) izracˇunljiv topolosˇki prostor. Tada je (X,T ) Ha-
usdorffov prostor.
Dokaz. Neka su x, y ∈ X, x , y. Neka su D,C karakteristicˇni skupovi za (X,Td, (Ii)i∈N).
Tada postoje i, j ∈ N takvi da je x ∈ Ii i y ∈ I j te
(i, j) ∈ D.
Slijedi Ii ∩ I j = ∅, a ocˇito su Ii, I j ∈ T .
Dakle, (X,T ) je Hausdorffov topolosˇki prostor. 
Lema 3.4.4. Neka su n, k ∈ N>0 te neka su f , g : Nk → Nn rekurzivne funkcije. Neka je
Ω = {~x ∈ Nk : f (~x) = g(~x)}.
Tada je Ω rekurzivan skup.
Dokaz. Neka su f1, ..., fn : Nk → N i g1, ..., gn : Nk → N komponentne funkcije od f i g.
Neka je i ∈ {1, ..., n}. Definiramo
Ωi = {~x ∈ Nk : fi(~x) = gi(~x)}.
Funkcije fi, gi : Nk → N su rekurzivne pa su rekurzivne i kao funkcije sa Nk → Q. Stoga
je Ωi, prema propoziciji 1.3.3 rekurzivan.
Neka je ~x ∈ Nk. Imamo
~x ∈ Ω ⇐⇒ f (~x) = g(~x)
⇐⇒ ( f1(~x), ...., fn(~x)) = (g1(~x), ..., gn(~x))
⇐⇒ f1(~x) = g1(~x), ..., fn(~x) = gn(~x)
⇐⇒ ~x ∈ Ω1, ~x ∈ Ω2, ..., ~x ∈ Ωn
⇐⇒ ~x ∈ Ω1 ∩Ω2 ∩ ... ∩Ωn
Stoga je
Ω = Ω1 ∩Ω2 ∩ ... ∩Ωn
pa je Ω rekurzivan kao presjek konacˇno mnogo rekurzivnih skupova. 
Propozicija 3.4.5. Neka je k ∈ N>0 te neka su S ,T ⊆ Nk rekurzivno prebrojivi skupovi.
Tada su S ∪ T i S ∩ T rekurzivno prebrojivi skupovi.
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Dokaz. Ako je S = ∅ ili T = ∅ tvrdnja je jasna.
Pretpostavimo da su S i T neprazni. Tada postoje rekurzivne funkcije f , g : N→ Nk takve
da je
f (N) = S i g(N) = T.
Neka je x ∈ Nk. Tada je
~x ∈ S ∩ T ⇐⇒ ~x ∈ S i ~x ∈ T ⇐⇒ ∃ i, j ∈ N td. ~x = f (i) i ~x = g( j) (3.12)
Neka je
Ω = {(x1, ..., xk, i, j) ∈ Nk+2 : (x1, ..., xk) = f (i)}
te
Γ = {(x1, ..., xk, i, j) ∈ Nk+2 : (x1, ..., xk) = g( j)}.
Dokazˇimo da je Ω rekurzivan skup.
Definirajmo funkcije v,w : Nk+2 → Nk sa
v(x1, ..., xk, i, j) = (x1, ..., xk)
w(x1, ..., xk, i, j) = f (i).
Funkcija v je rekurzivna jer su joj komponentne funkcije ocˇito rekurzivne, a rekurzivnost
funkcije w slijedi iz
w = f ◦ Ik+2k+1 .
Iz definicije skupa Ω je jasno da je
Ω = {(x1, ..., xk, i, j) ∈ Nk+2 : v(x1, ..., xk, i, j) = w(x1, ..., xk, i, j)}
pa iz leme 3.4.4 slijedi da je Ω rekurzivan skup.
Posve analogno zakljucˇujemo da je Γ rekurzivan skup.
Iz (3.12) slijedi da za svaki ~x ∈ Nk vrijedi:
~x ∈ S ∩ T ⇐⇒ ∃ i, j ∈ N td. (~x, i, j) ∈ Ω i (~x, i, j) ∈ Γ
⇐⇒ ∃ i, j ∈ N td. (~x, i, j) ∈ Ω ∩ Γ
Dakle,
S ∩ T = {~x ∈ Nk : ∃ (i, j) ∈ N2 td. (~x, i, j) ∈ Ω ∩ Γ}. (3.13)
Skup Ω ∩ Γ je rekurzivan pa je prema propoziciji 1.5.2 i rekurzivno prebrojiv. Iz (3.13) i
teorema 1.5.5 slijedi da je S ∩ T rekurzivno prebrojiv skup.
Neka je ~x ∈ Nk. Imamo:
~x ∈ S ∪ T ⇐⇒ ~x ∈ S ili ~x ∈ T
⇐⇒ ∃ i, j ∈ N td. ~x = f (i) ili ~x = g( j)
⇐⇒ ∃ i, j ∈ N td. (~x, i, j) ∈ Ω ili (~x, i, j) ∈ Γ.
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Dakle,
~x ∈ S ∪ T ⇐⇒ ∃ (i, j) ∈ N2 td. (~x, i, j) ∈ Ω ∪ Γ
pa analogno kao u slucˇaju skupa S ∩ T zakljucˇujemo da je S ∪ T rekurzivno prebrojiv
skup. 
Propozicija 3.4.6. Neka su n, k ∈ N>0. Neka je f : Nk → Nn rekurzivna funkcija te neka je
S ⊆ Nn rekurzivno prerbrojiv skup. Tada je f←(S ) rekurzivno prebrojiv skup u Nk
Dokaz. Ako je S = ∅ tvrdnja je ocˇita.
Pretpostavimo da je S , ∅. Tada postoji rekurzivna funkcija h : N→ Nn takva da je
h(N) = S .
Neka je
Ω = {(x1, ..., xk, i) ∈ Nk+1 : f (x1, ..., xk) = h(i)}.
Dokazˇimo da je Ω rekurzivan skup.
Definirajmo funkcije v,w : Nk+1 → Nn sa
v(x1, ..., xk, i) = f (x1, ..., xk)
v(x1, ..., xk, i) = h(i).
Funkcije v,w su rekurzivne kao kompozicije rekurzivnih funkcija. Imamo:
Ω = {(x1, ..., xk, i) ∈ Nk+1 : v(x1, ..., xk, i) = w(x1, ..., xk, i)}
pa iz leme 3.4.4 slijedi da je Ω rekurzivan skup.
Neka je ~x ∈ Nk. Tada je
~x ∈ f←(S ) ⇐⇒ f (~x) ∈ S
⇐⇒ ∃ i ∈ N td. f (~x) = h(i)
⇐⇒ ∃ i ∈ N td. (~x, i) ∈ Ω.
Dakle,
~x ∈ f←(S ) ⇐⇒ ∃ i ∈ N td. (~x, i) ∈ Ω.
Prema tome,
f←(S ) = {~x ∈ Nk : ∃ i ∈ N td. (~x, i) ∈ Ω}.
Iz teorema 1.5.5 slijedi da je f←(S ) rekurzivno prebrojiv skup. 
Teorem 3.4.7. Neka je (X,T ) topolosˇki prostor te neka je (Ii)i∈N niz u T takav da je {Ii :
i ∈ N} baza topologije T ). Neka su D,C rekurzivno prebrojivi podskupovi od N2 za koje
vrijede svojstva (1), (2), (3), (4), (6), (7) iz definicije izracˇunljivog topolosˇkog prostora.
Tada je (X,Td, (Ii)i∈N) izracˇunljiv toplosˇki prostor.
Sˇtovisˇe, postoji rekurzivno prebrojiv skup D′ ⊆ N2 takav da je D ⊆ D′ te da su D′,C
karakteristicˇni skupovi za (X,Td, (Ii)i∈N).
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Dokaz. Neka je
D′′ = {(k, j) ∈ N2 : ∃ i ∈ N td. (k, i) ∈ C i (i, j) ∈ D}.
Dokazˇimo da je D′′ rekurzivno prebrojiv skup.
Neka je
Ω1 = {(k, j, i) ∈ N3 : (k, i) ∈ C},
Ω2 = {(k, j, i) ∈ N3 : (i, j) ∈ D}.
Neka je f : N3 → N2 funkcija definirana sa:
f (k, j, i) = (k, i).
Ocˇito je f rekurzivna funkcija.
Imamo
Ω1 = {(k, j, i) ∈ N3 : f (k, j, i) ∈ C} = f←(C)
pa je prema prethodnoj propoziciji Ω1 rekurzivno prebrojiv skup.
Analogno zakljucˇujemo da je Ω2 rekurzivno prebrojiv.
Prema definiciji skupa D′′ vrijedi:
D′′ = {(k, j) ∈ N2 : ∃ i ∈ N td. (k, j, i) ∈ Ω1 i (k, j, i) ∈ Ω2}
tj.
D′′ = {(k, j) ∈ N2 : ∃ i ∈ N td. (k, j, i) ∈ Ω1 ∩Ω2}
Prema propoziciji 3.4.5 skup Ω1 ∩ Ω2 je rekurzivno prebrojiv pa je prema teoremu 1.5.5
skup D′′ rekurzivno prebrojiv.
Neka je
D′′′ = {( j, k) ∈ N2 : (k, j) ∈ D′′}.
Definiramo funkciju g : N2 → N2 sa
g( j, k) = (k, j)
Ocˇito je g rekurzivna funkcija te vrijedi:
D′′′ = {( j, k) ∈ N2 : g( j, k) ∈ D′′} = g←(D′′)
pa iz prethodne propozicije zakljucˇujemo da je D′′′ rekurzivno prebrojiv skup.
Neka je
E = {(i, j) ∈ N2 : ∃ i′, j′ ∈ N td. (i, i′) ∈ C, ( j, j′) ∈ C i (i′, j′) ∈ D}.
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Neka je
Γ1 = {(i, j, i′, j′) ∈ N4 : (i, i′) ∈ C},
Γ2 = {(i, j, i′, j′) ∈ N4 : ( j, j′) ∈ C},
Γ3 = {(i, j, i′, j′) ∈ N4 : (i′, j′) ∈ D}.
Definiramo h : N4 → N2 sa
h(i, j, i′, j′) = (i, i′).
Ocˇito je h rekurzivna funkcija. Uocˇimo da je
Γ1 = h←(C)
pa iz prethodne propozicije zakljucˇujemo da je Γ1 rekurzivno prebrojiv skup.
Analogno dobivamo da su Γ2 i Γ3 rekurzivno prebrojivi skupovi.
Prema definiciji skupova E,Γ1,Γ2,Γ3 imamo:
E = {(i, j) ∈ N2 : ∃ i′, j′ ∈ N td. (i, j, i′, j′) ∈ Γ1 ∩ Γ2 ∩ Γ3}.
Iz teorema 1.5.5 slijedi da je E rekurzivno prebrojiv skup.
Definiramo
D′ = D ∪ D′′ ∪ D′′′ ∪ E.
Tada je D′ rekurzivno prebrojiv skup i ocˇito je D ⊆ D′.
Dokazˇimo da su D′ i C karakteristicˇni skupovi za (X,T , (Ii)i∈N).
Svojstva (2), (4), (7) iz definicije izracˇunljivog topolosˇkog prostora ocˇito vrijede prema
pretpostavci teorema. Dokazˇimo da vrijedi svojstvo (1) (za D′).
Neka je (i, j) ∈ D′. Imamo 4 slucˇaja:
(a) (i, j) ∈ D. Tada je Ii ∩ I j = ∅ prema pretpostavci teorema.
(b) (i, j) ∈ D′′. Tada postoji i′ ∈ N takav da je (i, i′) ∈ C i (i′, j) ∈ D. Slijedi Ii ⊆ Ii′ i
Ii′ ∩ I j = ∅. Stoga je Ii ∩ I j = ∅.
(c) (i, j) ∈ D′′′. Tada je ( j, i) ∈ D′′ pa je prema (b) Ii ∩ I j = ∅.
(d) (i, j) ∈ E. Tada postoje i′, j′ ∈ N takvi da (i, i′) ∈ C, (i′, j′) ∈ D i ( j, j′) ∈ C. Slijedi
Ii ⊆ Ii′ , I j ⊆ I j′ i Ii′ ∩ I j′ = ∅. Stoga je Ii ∩ I j = ∅.
Dakle, vrijedi svojstvo (1). Dokazˇimo sada da vrijedi svojstvo (3) iz definicije izracˇunljivog
topolosˇkog prostora. Neka je (i, j) ∈ D′. Imamo 4 slucˇaja:
(a) (i, j) ∈ D. Tada je ( j, i) ∈ D prema pretpostavci teorema. Dakle ( j, i) ∈ D′.
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(b) (i, j) ∈ D′′. Tada je ( j, i) ∈ D′′′ pa je ( j, i) ∈ D′.
(c) (i, j) ∈ D′′′. Tada je ( j, i) ∈ D′′ pa je ( j, i) ∈ D′.
(d) (i, j) ∈ E. Tada postoje i′, j′ ∈ N takvi da (i, i′) ∈ C i ( j, j′) ∈ C i (i′, j′) ∈ D. Slijedi
( j, j′) ∈ C, (i, i′) ∈ C i ( j′, i′) ∈ D. Dakle ( j, i) ∈ E, pa je ( j, i) ∈ D′.
Prema tome, svojstvo (3) vrijedi.
Dokazˇimo svojstvo (5).
Pretpostavimo da su (k, i) ∈ C i (i, j) ∈ D′. Zˇelimo dokazati da je (k, j) ∈ D′.
(a) (i, j) ∈ D. Tada, zbog (k, i) ∈ C, vrijedi (k, j) ∈ D, stoga je (k, j) ∈ D′.
(b) (i, j) ∈ D′′. Tada postoji i′ ∈ N takav da je (i, i′) ∈ C i (i′, j) ∈ D. Zbog (k, i) ∈ C
imamo (k, i′) ∈ C. Iz ovoga i (i′, j) ∈ D slijedi (k, j) ∈ D′′. Stoga je (k, j) ∈ D′.
(c) (i, j) ∈ D′′′. Tada je ( j, i) ∈ D′′. Tada postoji j′ ∈ N takav da ( j, j′) ∈ C, ( j′, i) ∈ D,
tj. (i, j′) ∈ D. Zbog ovoga i zbog (k, i) ∈ C imamo (k, j) ∈ E, pa je (k, j) ∈ D′.
(d) (i, j) ∈ E. Tada postoje i′, j′ ∈ N takvi da (i, i′) ∈ C i ( j, j′) ∈ C i (i′, j′) ∈ D. Zbog
(k, i) ∈ C i (i, i′) ∈ C vrijedi (k, i′) ∈ C. Dakle, (k, i′) ∈ C, ( j, j′) ∈ C i (i′, j′) ∈ D pa
(k, j) ∈ E, tj. (k, j) ∈ D′.
Dakle, (k, j) ∈ D′. Prema tome, svojstvo (5) vrijedi.
Dokazˇimo svojstvo (6).
Neka su x, y ∈ X, x , y. Tada, prema pretpostavci teorema, postoje i, j ∈ N takvi da je
x ∈ Ii, y ∈ I j i (i, j) ∈ D.
Stoga je (i, j) ∈ D′.
Time smo dokazali da su D′,C karakteristicˇni skupovi za (X,T , (Ii)i∈N), sˇto ujedno znacˇi
da je (X,T , (Ii)i∈N) izracˇunljiv topolosˇki prostor. 
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Sazˇetak
Ovaj rad podijeljen je na tri glavna poglavlja. Kroz prvo proglavlje navode se osnovni
pojmovi izracˇunljivosti, proucˇavaju se rekurzivne funkcije Nk → Z,Nk → Q i Nk → R
te se dokazuju rezultati vezani za te funkcije koji su potrebni u nastavku rada. U dru-
gom poglavlju definiraju se metricˇki i topolosˇki prostori te se dokazuju odredeni rezultati
vezani uz pojam neprekidnosti, konvergencije niza, kompatnosti, Hausdorffovog prostora
te uz pojam baze topologije. Trec´e poglavlje posvec´eno je proucˇavanju izracˇunljivih to-
polosˇkih prostora. Uvodenje izracˇunljivih topolosˇkih prostora motivirano je proucˇavanjem
izracˇunljivih metricˇkih prostora te nekih njegovih vazˇnih svojstava.

Summary
This thesis consists of three main parts. The first part of thesis is devoted to the basic
terms of computation, definition of recursive function Nk → Z,Nk → Q and Nk → R as
well as to some important results regarding these recursive functions. The definitions of
metric and topological spaces are presented in the second part of thesis. This part states and
discusses the main results related to the continuity, convergence of sequence, compactness,
Hausdorff spaces as well as to the notion of a basis for a topology. The third part of thesis
is dedicated to the computable topological spaces. Introduction of computable topological
spaces was motivated by computable metric spaces and some of its important properties.
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